Donald E. Knuth, Stanford
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Konstruktion 2: [tem-Kellerautomat

e Rekonstruiere eine Linksableitung.
e Expandiere Nichtterminale mithilfe einer Regel.

e Verifiziere sukzessive, dass die gewdhlte Regel mit der Eingabe
tibereinstimmt.

— Die Zustdnde sind jetzt [tems.

e Ein Item ist eine Regel mit Punkt:
A —aefB], A—ap € P

Der Punkt gibt an, wieweit die Regel bereits abgearbeitet wurde
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Unser Beispiel:

S — AB A — a B — b

Wir fiigen eine Regel: S’ — S hinzu ;)

Dann konstruieren wir:

[S'— e §] €| [S'— e5][S— e AB]

[S— e AB] €| [S— e AB][A— e 4]

[A— ea] a|[A—ae]
Anfangszustand: [S' — e §] [S— e AB][A—ae] | e|[S— A e B]
Endzustand: [S'— S e] [S— A e B] e|[S— A e B][B— eb]

[B— eb] b|[B—be]

|S— A eB|[B—be] |e [S—>AB0]

(S — @ S][S— ABe] | e|[S—Se]
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Der Item-Kellerautomat Mg ) hat drei Arten von Ubergéngen:

Expansionen: (|[A—aeBf],¢,|A—aeBp][B— ey]) fir
A — aBf, B—y &€ P
Shifts: ([A—aeapl,a,|[A—aaef]) fir A—aap € P
Reduce: (JA—aeBpB][B—vyel],e,|[A—aBef]) fir
A—aBpB, B—vy &€ P

[tems der Form: [A — «e] heiflen auch vollstandig  :-)

Der Item-Kellerautomat schiebt den Punkt einmal um den Ableitungsbaum

herum ...
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.. im Beispiel:
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.. im Beispiel:

S
e
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.. im Beispiel:
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.. im Beispiel:
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.. im Beispiel:
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.. im Beispiel:
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.. im Beispiel:
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.. im Beispiel:
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.. im Beispiel:
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Diskussion:

e Die Expansionen einer Berechnung bilden eine Linksableitung :-)

e Leider muss man bei den Expansionen nichtdeterministisch zwischen
verschiedenen Regeln auswédhlen :-(

e  Zur Korrektheit der Konstruktion zeigt man, dass fiir jedes Item
[A—aeBp] gilt

([A—aeBB], w)" ([A—aBef, €) gdw. B—"w

e LL-Parsing basiert auf dem Item-Kellerautomaten und versucht, die
Expansionen durch Vorausschau deterministisch zu machen ...
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_— y .

Philip M. Lewis, SUNY Richard E. Stearns, SUNY
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Beispiel:

S—e¢€

aShb

Die Uberginge des zugehorigen Item-Kellerautomat:

0[S — e8] €| [S— oS5][S—e]
1][S— e8] €| [S"— o5][S— eaSh]
2| [S— eaSb] a|[S—aeSD]
3|[S—aeSb] €| [S—aeSh][S— e]

4| [S—aeSb] €| [S—aeSbh|[S— eaSD]
5|[S—aeSb][S— e] €| [S—aSeb]
6|[S—aeSb][S—aSbe| | €| [S—aSeb]

71 [S—aSeb] b||[S—aSbe]

8| [S'— eS][S— e] €| [S — Se]

9|5 — eS][S—aSbe] |€e]|[S — Se]

Konflikte gibt es zwischen den Ubergéingen

(0,1) bzw. zwischen

die sich durch Betrachten des ndchsten Zeichens losen liefSen :-)
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2.3 Vorausschau-Mengen

Fiir eine Menge L C T* definieren wir:

Firste(L) = {u € L||u| <k}U{ueT'|JoeT": uvecl}

Beispiel:

ab
aabb
aaabbb
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2.3 Vorausschau-Mengen

Fiir eine Menge L C T* definieren wir:

Firste(L) = {u € L||u| <k}U{ueT'|JoeT": uvecl}

Beispiel:

ab

aa

aa

die Prafixe der Lange 2  :-)
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Rechenregeln:

Firsty(_) ist vertrdglich mit Vereinigung und Konkatenation:

Firsty () =
Firsty(L1 U Ly) = Firsty(L1) U First(Ly)
Firsty(L1 - Lp) = Firstg(Firsty(L1) - Firsti(L2))

= Firsty(L1) ® Firsty(Ly)

k — Konkatenation

Beachte:

e DieMenge D; = 2T ist endlich :-)

e DieOperation: © :D; x Dy — Dy ist distributiv in jedem Argument:

Lo =
oL =

Lo(LiUL) = (LeL)U(LOL,)

0
0 (LiULly)oL = (L1OL)U(L,oL)
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Fir a€ (NUT)* sind wir interessiert an der Menge:

Firsty(a) = Firsty({w € T* | a =" w})

Fir k>1 gilt:

First(x) = {x} fuir xe TU{e}
Firsti(oqn p) = Firstg(oq) © Firsty(a)
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Fir a€ (NUT)* sind wir interessiert an der Menge:
Firsty(a) = Firsty({w € T* | a =" w})
Fir k>1 gilt:

First(x) = {x} fuir xe TU{e}
Firsti(oqn p) = Firstg(oq) © Firsty(a)

Frage:  Wie berechnet man  First;(A) ??
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Fir a€ (NUT)* sind wir interessiert an der Menge:

Firsty(a) = Firsty({w € T* | a =" w})

Fir k>1 gilt:

Firsty(x) = {x} fuir xe TU{e}
Firsti(oqn p) = Firstg(oq) © Firsty(a)

Frage:  Wie berechnet man  First;(A) ??

Idee:  Stelle ein Ungleichungssystem auf!
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Beispiel: k=2

E — E4+T | T
T — T+F | F
F — (E) | name | int

Jede Regel gibt Anlass zu einer Inklusionsbeziehung:

Firsto(E) 2 Firsto(E+T) Firsto(E) 2  Firstp(T)
Firsto(T) 2O  Firsto(T % F) First,(T) 2O  Firsty(F)
Firsto(F) 2O Firsto(( E )) Firsto(F) 2  {name,int}
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Beispiel: k=2

E — E4+T | T
T — T+F | F
F — (E) | name | int

Jede Regel gibt Anlass zu einer Inklusionsbeziehung:

Firsto(E) 2 Firsto(E+T) Firsto(E) 2 Firsty(T)
Firsto(T) 2  Firstp(T * F) First,(T) 2O  Firsty(F)
Firsto(F) 2  Firsta(( E)) Firsto(F) O  {name,int}

Eine Inklusion First;(E) O Firsto(E+T) kann weiter vereinfacht werden zu:

Firsto(E) D Firsto(E) © {+} ® Firsta(T)
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Insgesamt erhalten wir das Ungleichungssystem:

Firsty(E) D Firsta(E) © {4} © Firsty(T) Firsty(E) 2  Firsty(T)
Firsty(T) D Firsta(T) ® {*} ® Firsty (F) Firsty(T) 2  Firsta(F)
Firsto(F) 2 {(}®Firsto(E) ®9{)} Firsto(F) 2 {name,int}
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Insgesamt erhalten wir das Ungleichungssystem:

Firsta(E) D Firsta(E) ® {+} ® Firsto(T) Firsta(E) D Firsta(T)

Firsto,(T) D Firsta(T) ® {*} ® Firsty (F) First,(T) D Firsta(F)

Firsto(F) 2 {(}®Firsto(E) ®9{)} Firsto(F) 2 {name,int}
Allgemein:

Firsty(A) D Firstp(X1) ® ... Firsty(Xy)

fiirjede Regel A — X;...X,, € P mit X; € TUN.
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Gesucht:

e moglichst kleine Losung  (??)

e Algorithmus, der diese berechnet :-)
... im Beispiel:
First (E) Firsto(E) ® {+} ® Firsto(T)

Firsto(T) Firsto(T) ® {x} ® Firsto(F)
Firsto(F) 2 {(} ®First2(E) ©{)}

ORIV,

... hat die Losung:

First, (E)
Firsty(T)
First, (F)

IORRIV,

2

First,(T)
First, (F)

{name, int}

E | name,int, (name, (int, ((, name %, int %, name +, int +

name, int, (name, (int, ((, name %, int %

F | name, int, (name, (int, ((
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Beobachtung:

e DieMenge D; dermoglichen Werte fiir  Firsty(A) bilden einen
vollstdandigen Verband :-)

e Die Operatoren auf den rechten Seiten der Ungleichungen sind monoton,
d.h. vertraglich mit "C” :-)
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Exkurs: Vollstandige Verbande

Eine Menge [ miteiner Relation L C D x D isteine Halbordnung falls
fiirallea 4a,b,ce D gilt:

al a Reflexivitiit
aCbANDCa — a=0>» Anti — Symmetrie
aCbAbDCc — alc Transitivitiit

Beispiele:

1. D =2{abc}  mit der Relation “C” :
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3. 7Z mitder Relation “="":

3. Z mitder Relation “<”:

a9

o

4. Z, =7ZU{L} mitder Ordnung:
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d € D heifst obere Schranke fiir X C DD falls

xCd furalle xe X
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d € D heifst obere Schranke fir X C D falls

xCd furalle xe X

d heifst kleinste obere Schranke (lub) falls

1. d eine obere Schranke ist und

2. dCy firjedeobere Schranke vy fir X.
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d € D heifst obere Schranke fir X C D falls

xCd furalle xe X

d heifst kleinste obere Schranke (lub) falls
1. d eine obere Schranke ist und

2. dCy firjedeobere Schranke vy fir X.

Achtung:

e {0,2,4,...} CZ Dbesitzt keine obere Schranke!

e {0,2,4} CZ Dbesitzt die oberen Schranken 4,5,6, ...
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Ein vollstandiger Verband (cl) D ist eine Halbordnung, in der jede Teilmenge
X C DD eine kleinste obere Schranke | |X €D besitzt.

Beachte:

Jeder vollstandige Verband besitzt

—  ein kleinstes Element | =[]0 €Dy
—  ein grofstes Element T =||D € D.
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Beispiele:

1. D =22} jsteincel )
D = Z mit “=" ist keiner.
D = Z mit “<” ebenfalls nicht.

D =7, auch nicht :-(

SAEN

Mit einem zusétzlichen Symbol T erhalten wir den flachen Verband
Z,=7U{L, T}
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Es gilt:

Satz:

In jedem vollstandigen Verband D besitzt jede Teilmenge X C D eine
grofte untere Schranke [1X.
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Es gilt:

Satz:

In jedem vollstandigen Verband [ besitzt jede Teilmenge X C D eine
grofite untere Schranke [1X.

Bewelis:

Konstruiere ~ U={ueD|Vxe X: ul x}.

// die Menge der unteren Schranken von X :-)
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Es gilt:

Satz:

In jedem vollstandigen Verband [ besitzt jede Teilmenge X C D eine
grofite untere Schranke [1X.

Bewelis:

Konstruiere U={ueD|Vxe X: ul x}.

// die Menge der unteren Schranken von X :-)
Setze: ¢:=Uu
Behauptung: ¢=1[1X
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(1) g isteine untere Schranke von X :

Fir xe X gilt
ulC xfuralleu e U
= x ist obere Schranke von U

— gL x -)
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(1) g isteine untere Schranke von X :

Fir xe X gilt
ulC xfuralleu e U
= x ist obere Schranke von U

— gL x :-)

(2)  gist grofite untere Schranke von X :

Fiir jede untere Schranke u von X gilt:

ueld
— ulg )
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Wir suchen Losungen fiir Ungleichungssysteme der Form:

Xi Q fi(xl,...,xn) (>I<)
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Wir suchen Losungen fiir Ungleichungssysteme der Form:

xi 3 fi(x,...,x0) ()
wobei:
X Unbekannte hier:  Firsty(A)
D Werte hier: Dy =27
C € DxD | Ordnungsrelation hier: C
fi:D" — D Bedingung hier:
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Wir suchen Losungen fiir Ungleichungssysteme der Form:

xi 3 fi(x,...,x0) ()
wobei:
X Unbekannte hier:  Firsty(A)
D Werte hier: Dy =27
C € DxD | Ordnungsrelation hier: C
fi:D" — D Bedingung hier:

Ungleichung fiir Firsti(A) :

Firste(A) 2 [ J{Firste(X1) © ... O Firsty (X)) | A = X1... Xy € P}
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Wir suchen Losungen fiir Ungleichungssysteme der Form:

xi 3 fi(x,...,x0) ()
wobei:
X Unbekannte hier:  Firsty(A)
D Werte hier: Dy =27
C € DxD | Ordnungsrelation hier: C
fi:D" — D Bedingung hier:

Ungleichung fiir Firsti(A) :
Firste(A) 2 [ J{Firste(X1) © ... O Firsty (X)) | A = X1... Xy € P}

Denn:
xJdiA...AxDdy gdw. x 3| {dy,...,d} )
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Eine Abbildung f:D; — D, heist monoton, falls f(a) C f(b) firalle
al b.
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Eine Abbildung f:D; — D, heist monoton, falls f(a) C f(b) firalle
aC b.

Beispiele:

(1) Dy =D, =24 fiireineMenge Uund fx = (xNa)UDb.

Offensichtlich ist jedes solche f monoton :-)
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Eine Abbildung f:D; — D, heist monoton, falls f(a) C f(b) firalle
aC b.

Beispiele:

(1) Dy =D, =24 fiireineMenge Uund fx = (xNa)UDb.

Offensichtlich ist jedes solche f monoton :-)

(2) Dy =Dy =Z (mit der Ordnung “<”). Dann gilt:

° incx =x-+1 1st monoton.

e decx=x—1 1ist monoton.
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Eine Abbildung f:D; — D, heist monoton, falls f(a) C f(b) firalle
al b.

Beispiele:

(1) Dy =D, =24 fiireineMenge Uund fx = (xNa)UDb.

Offensichtlich ist jedes solche f monoton :-)

(2) Dy =Dy =Z (mit der Ordnung “<”). Dann gilt:

° incx =x-+1 1st monoton.
e decx=x—1 1ist monoton.

e invx = —x istnicht monoton :-)
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Gesucht:

wobei alle

moglichst kleine Losung fiir:

xi 3 fi(xq,...,x,), i=1,...,n

fi:D" — D monoton sind.
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Gesucht: moglichst kleine Losung fiir:

xi 3 fi(x1,...,x,), i=1,...,n

wobeialle f;: D" — D monoton sind.

Idee;

e Betrachte F:D" — D" mit

F(x1,...,x4) = (y1,...,¥n) wobei vy; = fi(xq,...
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Gesucht: moglichst kleine Losung fiir:

xi 3 fi(xq,...,x,), i=1,...,n

wobeialle f;: D" — D monoton sind.

Idee:

e Betrachte F:D" — D" mit

F(x1,...,x4) = (y1,-..,¥n) wobei vy;= fi(x,...

e Sindalle f; monoton, dannauch F :-)
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Gesucht: moglichst kleine Losung fiir:

xi 3 fi(x1,...,xy), i=1,...,n ()

wobeialle f;: D" — D monoton sind.

Idee;

e Betrachte F:D" — D" mit

F(x1,...,x4) = (y1,--.,¥n) wobei vy; = fi(x1,...,%,).
e Sindalle f; monoton, dannauch F :-)

e  Wir approximieren sukzessive eine Losung. Wir konstruieren:

1, FL, F1, P,

Hoffnung . Wir erreichen irgendwann eine Losung ... 7?7
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Beispiel: D =2{0bh, ¢

U

{a} Uux;
x3MN{a,b}
x1 U{c}

X1

U

X2

=
w
U
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Beispiel:

Die Iteration:

D =20t E=C
x1 2 {a}Uxs
x, 2 x3N{ab}
x3 2 x1U{c}
0 2 3
X1 @
X2 @
X3 @
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Beispiel:

Die Iteration:

D =20t E=C
x1 2 {a}Uxs
x, 2 x3N{ab}
x3 2 xU{c}
0 1 2 3

x1 || 0] {a}

x| 0] 0

x3 || 0| {c}
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Beispiel:

Die Iteration:

D =20t E=C
x1 2 {a}Uxs
x, 2 x3N{ab}
x3 2 xU{c}
0 1 2 3

xp || 0] {a} | {a,c}

X2 @ @ @

3 || 0] {c} [{ac}
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Beispiel:

Die Iteration:

D =20t E=C
x1 2 {a}Uxs
x, 2 x3N{ab}
x3 2 xU{c}
0 1 2 3
xp || 0| {a} | {a,c} | {a,c}
x2 (|0 0 0 {a}
3 || 0] {c} [{ac} | {ac}
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Beispiel:

Die Iteration:

D =20t E=C
x1 2 {a}Uxs
x, 2 x3N{ab}
x3 2 xU{c}

0 1 2 3 4
x1 || 0| {a} | {a,c} | {a,c} | dito
x2 (|0 0 0 {a}
x3 || 0| {c} | {a,c} | {a,c}
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