Bemerkung:

e Die moglichen Typ-Zuordnungen an Variablen und Programm-Ausdriicke
erhalten wir als Losung eines Gleichungssystems tiber Typ-Termen :-)

e Das Losen von Systemen von Term-Gleichungen nennt man auch
Unifikation :-)

Beispiel:
8(z f(x)) = g(f(x),f(a))

Eine Losung dieser Gleichung ist die Substitution {x+a,z— f(a)}

In dem Fall ist das offenbar die einzige :-)
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Satz:

Jedes System von Term-Gleichungen:

hat entweder keine Losung oder eine allgemeinste Losung.
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Satz:

Jedes System von Term-Gleichungen:

hat entweder keine Losung oder eine allgemeinste Losung.

Eine allgemeinste Losung ist eine Substitution o mit den Figenschaften:

e o isteineLosung,d.h. o(s;)) =o(t;) furalle i

e o istallgemeinst, d.h. fiir jede andere Losung 7 giltt 7=1'00 fur
eine Substitution T :-)
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Beispiele:

(1) f(a) =g(x) — hatkeineLosung :-)

(2) x=f(x) — hatebenfalls keine Lésung ;-)

3) f(x)=f(a) — hatgenau eine Losung:)

4) f(x)=f(g(y)) — hatunendlich viele Lésungen :-)

(5) xo=f(x1,x1),..c, Xn 1= f(X,x,) —

hat mindestens exponentiell grofie Losungen !!!
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Bemerkungen:

e Esgibt genau eine Losung, falls die allgemeinste Losung keine Variablen
enthdlt, d.h. ground ist :-)

e Gibt es zwei verschiedene Losungen, dann bereits unendlich viele ;-)
e Achtung: Es kann mehrere allgemeinste Losungen geben !!!

Beispiel: x =1y

Allgemeinste Losungensind : {x~— y} oder {y~— x}

Diese sind allerdings nicht sehr verschieden :-)

e Fine allgemeinste Losung kann immer idempotent gewéhlt werden, d.h.
o=0o00.

Beispiel: x = x y=1y
Nicht idempotente Losung:  {x — v,y — x}

Idempotente Losung;: {x —x,y—y}
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Berechnung einer allgemeinsten Losung:

fun occurs (x,t) = case t
of «x —  true

| f(t1,...,tx) — occurs (x,t1) V...V occurs (x,t)

| — false

fun unify (s,t) 0 = if 0s =06t then 0
else case (0s,0t)
of (x,x) — 6
(x,t) — if occurs (x,t) then Fail
else {x — t}ob
| (t,x) — if occurs (x,t) then Fail
else {x — t}ob
| (f(s1,--.,sk), f(t1, ..., t)) — unifyList [(s1,£1),

| _ — Fall
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and unifyList list @ = case list
of [] — 06
| ((s,t):rest) — letval 6 = unify (s, t) 6
in if 0 = Fail then Fail
else unifyList rest 0

end
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and unifyList list @ = case list
of [|] — 6
| ((s,t):rest) — letval 6 = unify (s, t) 6
in if 0 = Fail then Fail
else unifyList rest 0

end

Diskussion:

e Der Algorithmus startet mit  unifyList [(s1,t1),..., (Sm, tm)] { }
e Der Algorithmus liefert sogar eine idempotente allgemeinste Losung  :-)
o Leider hat er moglicherweise exponentielle Laufzeit :-(

e Lasst sich das verbessern ???
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Idee:;

e  Wir reprdsentieren die Terme der Gleichungen als Graphen.
e Dabei identifizieren wir bereits isomorphe Teilterme ;-)

... im Beispiel: ¢(z, f(x)) = g(f(x), f(a))
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e  Wir reprdsentieren die Terme der Gleichungen als Graphen.
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Idee:;

e  Wir reprdsentieren die Terme der Gleichungen als Graphen.
e Dabei identifizieren wir bereits isomorphe Teilterme ;-)

.. im Beispiel: ¢(z, f(x)) = g(f(x), f(a))
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Idee:;

e  Wir reprasentieren die Terme der Gleichungen als Graphen.
e Dabei identifizieren wir bereits isomorphe Teilterme ;-)

.. im Beispiel: ¢(z, f(x)) = g(f(x), f(a))
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Idee (Forts.):

e  Wir berechnen eine Aquivalenz-Relation = auf den Knoten mit den

folgenden FEigenschaften:

—

—

s =t fiir jede Gleichung unseres Gleichungssystems;

s =t nur fallsentweder s oder  eine Variable ist oder
beide den gleichen Top-Konstruktor haben.

Falls s=t und s= f(sy,...,5),t= f(t1,...,t) dannauch
SlEtl,...,SkEtk.
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Idee (Forts.):

e  Wir berechnen eine Aquivalenz-Relation = auf den Knoten mit den

folgenden FEigenschaften:

—

—

s =t fiir jede Gleichung unseres Gleichungssystems;

s =t nur fallsentweder s oder  eine Variable ist oder
beide den gleichen Top-Konstruktor haben.

Falls s=t und s= f(sy,...,5),t= f(t1,...,t) dannauch
s1 =1t1,...,5¢ = ty.

e Falls keine solche Aquivalenz-Relation existiert, ist das System unlosbar.

e Falls eine solche Aquivalenz-Relation gilt, miissen wir {iberpriifen, dass

der Graph modulo der Aquivalenz-Relation azyklisch ist.

e Ister azyklisch, kénnen wir aus der Aquivalenzklasse jeder Variable eine

allgemeinste Losung ablesen ...
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Implementierung:

e Wir verwalten eine Partition der Knoten;

e  Wann immer zwei Knoten dquivalent sein sollen, vereinigen wir ihre
Aquivalenzklassen und fahren mit den Séhnen entsprechend fort.

e Notwendige Operationen auf der Datenstruktur 7 fiir eine Partition:

— init (Nodes) liefert eine Reprasentation fiir die Partition
my = {{v} | v € Nodes}

—  find (7r,u) liefert einen Reprasentanten der Aquivalenzklasse —
der wann immer moglich keine Variable sein soll :-)

—  union (7,11, uy) vereinigt die Aquivalenzklassen von w1, 1,  :-)

e Der Algorithmus startet mit einer Liste
W = [(u1,v1),..., (Um, Om)]

der Paare von Wurzelknoten der zu unifizierenden Terme ...
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71 = init(Nodes);
while (W #0) {
(u,v) = Extract (W);
u = find (7r,u); v=find(7m,0);
if (uzv) {
7T = union (71, 1, 0);
if (u ¢ Vars A v ¢ Vars)
if (label(u) # label(v)) return Fail
else {
(uy,...,ur) = Successors(u);
(v1,...,0x) = Successors(v);

W= (uy,01) .. (ug, o) = W;

630



Komplexitat:

O (# Knoten) Aufrufe von union

O (# Kanten + # Gleichungen) ~ Aufrufe von find

—— Wir benoétigen effiziente Union-Find-Datenstruktur :-)
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Komplexitat:

O (# Knoten) Aufrufe von union

O (# Kanten + # Gleichungen) ~ Aufrufe von find

—— Wir benotigen effiziente Union-Find-Datenstruktur

Idee:

Reprédsentiere Partition von U  als gerichteten Wald:

e Zu ue€lU verwalten wir einen Vater-Verweis F|u] .

e FElemente u mit Flu] =u sind Wurzeln.

Einzelne Baume sind Aquivalenzklassen.

Ihre Wurzeln sind die Reprdsentanten ...
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—  find (7r,u) folgt den Vater-Verweisen :-)

—  union (7T, uy, us) hdngt den Vater-Verweis eines u; um ...
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01,23, 4/5|6|7

111314 |7|5|7
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01,23, 4/5|6|7

1131|7757
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Die Kosten:

union :  O(1) =)
find : O(depth(m)) (.

Strategie zur Vermeidung tiefer Biume:

e Hinge den kleineren Baum unter den grofieren !

e Benutze find, um Pfade zu komprimieren ...
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01,23, 4/5|6|7

111314 |7|5|7
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01,23, 4/5|6|7

1131|7757
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01,234/ 5|/6|7
5|1(3|1|7|7|5]|3




01,234/ 5|/6|7
5|1(3|1|7|7|5]|3
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01,234/ 5|/6|7
5|1(3|1|7|7|5]|3







0/1/2/3, 45|67

51|31 (1/7|1]|1




Robert Endre Tarjan, Princeton
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Beachte:

e  Mit dieser Datenstruktur dauern 7 union- und m find-Operationen
On+m-a(n,n))

//  « die inverse Ackermann-Funktion :-)

e Fiir unsere Anwendung miissen wir union nur so modifizieren, dass an
den Wurzeln nach Moglichkeit keine Variablen stehen.

e Diese Modifikation vergrofiert die asymptotische Laufzeit nicht :-)
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Fazit:

e  Wenn Typ-Gleichungen fiir ein Programm l9sbar sind, dann gibt es eine
allgemeinste Zuordnung von Programm-Variablen und Teil-Ausdriicken
zu Typen, die alle Regeln erfiillen :-)

e Fine solche allgemeinste Typisierung konnen wir in (fast) linearer Zeit
berechnen :-)

646



Fazit:

e  Wenn Typ-Gleichungen fiir ein Programm l9sbar sind, dann gibt es eine
allgemeinste Zuordnung von Programm-Variablen und Teil-Ausdriicken
zu Typen, die alle Regeln erfiillen :-)

e Fine solche allgemeinste Typisierung konnen wir in (fast) linearer Zeit
berechnen :-)

Achtung:

In der berechneten Typisierung konnen Typ-Variablen vorkommen !!!

Beispiel: e = fn (f,x) = fx

Mit o« = «lx] und B = 7[f x| finden wir:
olf| = a—p
Tl = (a—Ba)—p
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Diskussion:

e Die Typ-Variablen bedeuten offenbar, dass die Funktionsdefinition fiir jede
mogliche Instantiierung funktioniert ——- Polymorphie

Wir kommen darauf zuriick :-)

e Das bisherige Verfahren, um Typisierungen zu berechnen, hat den
Nachteil, dass es nicht syntax-gerichtet ist ...

e  Wenn das Gleichungssystem zu einem Programm keine Losung besitzt,
erhalten wir keine Information, wo der Fehler stecken konnte :-(

— Wir benétigen ein syntax-gerichtetes Verfahren !!!

... auch wenn es moglicherweise ineffizienter ist :-)
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