Wir benutzen eine Syntax von Typen, die an SML angelehnt ist ...

t == int|bool | (f1,...,t,) |listt|t; — b

Wir betrachten wieder Typ-Aussagen der Form:

e : t
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Wir benutzen eine Syntax von Typen, die an SML angelehnt ist ...

t o= int|b001\(t1,...,tm) | |iStt‘t1 — Iy

Wir betrachten wieder Typ-Aussagen der Form:

MN-e: t
Axiome:
Const: ' Fc: f (tc Typ der Konstante ¢)
Nil: ME[]: listt (t Dbeliebig)
Var: NFx: T(x) (x Variable)
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Regeln:

If:

Tupel:

App:

Fun:

" Fe; @ int I"Fe :

int

[ |_€1—|—€2 . int

Fl—eoz bool Fl—elz

t Fl—ezz

t

I' F (if g then ey elseey) : ¢

NkFe @ty ... T ke,

Em

[ |—(€1,...,€m) . (t1,...,tm)

r|—€12t1%t2 r|_€22t1

M+ (61 62) .

%)

Fo{x1—ty,...,xy—ty} Fe: t

MNFfn (x1,...,x,) =e :
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Cons:

Case:

Letrec:

"Fe @t " Fey :

list ¢

F(ep:ex) @ listt

ey : listty MNbFe @t Fre{x—t,y—listt1} Fey :

t

' (caseepof [| — e1; x:y — ex) &

r/|_€12 1 I |_€m2 tm I |_€0: t

I F (letrec x; =eq; ..

wobei

G Xm =eyineg) 1t

M=T®{xi—ty,...,xm+— by}
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MFe @ ¢ ey : listt

Cons:
F(ep:ex) @ listt
ey : listty MNbFe @t Fo{x—t,yr—listty} Fep ot
Case:
"' (caseepof [| — e; x:y — ey) & ¢
F’|—81: 1 F’I—em: t F’I—eoz t
Letrec:

' F (letrecxy =e1;...;xy = ey iney) :

wobei [M=T®{x1—t1,...,xm+— ty}

Koénnten wir die Typen fiir alle Variablen-Vorkommen raten, liefse sich mithilfe
der Regeln iiberpriifen, dass unsere Wahl korrekt war  :-)
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"Fe @t I"Fe : listt

Cons:
F(ep:ex) @ listt
ey : listty MNbFe @t Fref{x—t,y—listty} Fey ot
Case:
' (caseepof [| — e1; x:y — ex) &
r/|_€12 1 F’I—em: tm F’I—eoz t
Letrec:

' F (letrecxy =e1;...;xy = ey iney) :

wobei [M=T®{x1—t1,...,xm+— ty}

Koénnten wir die Typen fiir alle Variablen-Vorkommen raten, liefse sich mithilfe
der Regeln iiberpriifen, dass unsere Wahl korrekt war  :-)

Wie raten wir die Typen der Variablen ???
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Idee:

e Mache die Namen der verschiedenen Variablen eindeutig.

e  Fiihre Typ-Variablen fiir die unbekannten Typen der Variablen und
Teilausdriicke ein.

e Sammle die Gleichungen, die notwendigerweise zwischen den
Typ-Variablen gelten miissen.

e Finde fiir diese Gleichungen Losungen :-)

Beispiel:

fnx=x+1
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Gleichungen:

T1

Wir schliefden:

X — T
int

int

fn

71 = int — int
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Fiir jede Programm-Variable x wund fiir jedes Vorkommen eines Teilausdrucks
e fiuhren wir die Typ-Variable «[x| bzw. Ttle] ein.

Jede Regel-Anwendung gibt dann Anlass zu einigen Gleichungen ...

Const: e=c — Tle| =7,

Nil: e=|] — 7Tle| = listx (¢ neu)
Var: e=x — Tle] = alx]

Op: e=e1+e —— 1le] = T[e1] = Tlep] = int
Tupel: e=(e1,...,en) — 1le] = (7le1], ..., Tlem])
Cons: e=e1:e —— 7Tle|] = T[ey] = list T[eq]
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If:

Case:

Fun:

App:

Letrec:

e = if ¢y then e else e,

e=caseeyof [| = e;; x:y — e

e=1fn (x1,...,xy) = e1
€ =61 6>

e = letrec x; = e€1;...;x,,, = €, 1N €
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Bemerkung:

e Die moglichen Typ-Zuordnungen an Variablen und Programm-Ausdriicke
erhalten wir als Losung eines Gleichungssystems tiber Typ-Termen :-)

e Das Losen von Systemen von Term-Gleichungen nennt man auch
Unifikation :-)
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Bemerkung:

e Die moglichen Typ-Zuordnungen an Variablen und Programm-Ausdriicke
erhalten wir als Losung eines Gleichungssystems tiber Typ-Termen :-)

e Das Losen von Systemen von Term-Gleichungen nennt man auch
Unifikation :-)

Beispiel:
8(z f(x)) = g(f(x), f(a))

Eine Losung dieser Gleichung ist die Substitution {x+a,z — f(a)}

In dem Fall ist das offenbar die einzige :-)
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Satz:

Jedes System von Term-Gleichungen:

hat entweder keine Losung oder eine allgemeinste Losung.
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Satz:

Jedes System von Term-Gleichungen:

hat entweder keine Losung oder eine allgemeinste Losung.

Eine allgemeinste Losung ist eine Substitution o mit den Eigenschaften:

e o isteine Losung, d.h. o(s;) =o(t;) fiuralle 1.

e o istallgemeinst, d.h. fiir jede andere Losung 7 gilt: 7=7"00 fiur
eine Substitution T :-)
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Beispiele:

(1) f(a) =g(x) — hatkeineLdsung :-)

(2) x=f(x) — hatebenfalls keine Lésung ;-)

3) f(x)=f(a) — hatgenau eine Losung:-)

4) f(x)=f(g(y)) — hatunendlich viele Lésungen :-)

(5) xo=f(x1,x1),..c, Xn 1= f(X0, %) —

hat mindestens exponentiell grofie Losungen !!!
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Bemerkungen:

o Esgibt genau eine Losung, falls die allgemeinste Losung keine Variablen
enthilt, d.h. ground ist :-)

e  Gibt es zwei verschiedene Losungen, dann bereits unendlich viele ;-)
e Achtung: Es kann mehrere allgemeinste Losungen geben !!!

Beispiel: x =1y

Allgemeinste Losungensind : {x+— y} oder {y— x}

Diese sind allerdings nicht sehr verschieden :-)

e Eine allgemeinste Losung kann immer idempotent gewdhlt werden, d.h.
o=o0o00.

Beispiel: x =x y=1y
Nicht idempotente Losung:  {x— vy, y — x}

Idempotente Losung: {x—xy—y}
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Berechnung einer allgemeinsten Losung;:

fun occurs (x,t) = case t
of «x —  true

| f(t1,...,tx) — occurs (x,t1) V...V occurs (x,ty)

| —  false

fun unify (s,t) 0 = if 6s =01t then 6
else case (6s,0t)
of (x,x) — 6
(x,t) — if occurs (x,t) then Fail
else {x — t} o6
| (t,x) — if occurs (x,t) then Fail
else {x — t} o6
| (f(s1,.-.,8k), f(t1, ..., 1)) — unifylist [(s1,11),

| _ — Fall
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and unifyList list & = case list
of [|] — 06
| ((s,t):rest) — letwval 6 = unify (s,t) 6
in if 0 = Fail then Fail
else unifyList rest 0

end
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and unifyList list & = case list
of [|] — 6
| ((s,t):rest) — letwval 6 = unify (s,t) 6
in if 0 = Fail then Fail
else unifyList rest 0

end

Diskussion:

e Der Algorithmus startet mit  unifyList [(s1,t1),..., (Sm, tm)] { }
o Der Algorithmus liefert sogar eine idempotente allgemeinste Losung :-)
o Leider hat er méglicherweise exponentielle Laufzeit :-(

e Lasst sich das verbessern ???
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Idee:

e  Wir reprdsentieren die Terme der Gleichungen als Graphen.
e Dabei identifizieren wir bereits isomorphe Teilterme ;-)

... iIm Beispiel: ¢(z, f(x)) = g(f(x), f(a))
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Idee:

e  Wir reprdsentieren die Terme der Gleichungen als Graphen.
e Dabei identifizieren wir bereits isomorphe Teilterme ;-)

... iIm Beispiel: ¢(z, f(x)) = g(f(x), f(a))
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Idee:

e  Wir reprdsentieren die Terme der Gleichungen als Graphen.
e Dabei identifizieren wir bereits isomorphe Teilterme ;-)

.. im Beispiel: 2(z, f(x)) = g(f(x), f(a))
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Idee:

e  Wir reprasentieren die Terme der Gleichungen als Graphen.
e Dabei identifizieren wir bereits isomorphe Teilterme ;-)

.. im Beispiel: 2(z, f(x)) = g(f(x), f(a))
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Idee (Forts.):

Wir berechnen eine Aquivalenz-Relation = auf den Knoten mit den

folgenden FEigenschaften:

—

—

s =t fiir jede Gleichung unseres Gleichungssystems;

s =t nur fallsentweder s oder + eine Variable ist oder
beide den gleichen Top-Konstruktor haben.

Falls s=t und s=f(sy,...,5),t=f(t,...,t) dannauch
s1 =1t1,...,5c = ty.
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Idee (Forts.):

e  Wir berechnen eine Aquivalenz-Relation = auf den Knoten mit den

folgenden FEigenschaften:

—

—

s =t fiir jede Gleichung unseres Gleichungssystems;

s =t nur fallsentweder s oder + eine Variable ist oder
beide den gleichen Top-Konstruktor haben.

Falls s=t und s=f(sy,...,5),t=f(t,...,t) dannauch
s1 =1t1,...,5c = ty.

e Falls keine solche Aquivalenz-Relation existiert, ist das System unlosbar.

e Falls eine solche Aquivalenz-Relation gilt, miissen wir iiberpriifen, dass

der Graph modulo der Aquivalenz-Relation azyklisch ist.

e Ister azyklisch, kénnen wir aus der Aquivalenzklasse jeder Variable eine

allgemeinste Losung ablesen ...
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Implementierung;:

e Wir verwalten eine Partition der Knoten;

e  Wann immer zwei Knoten dquivalent sein sollen, vereinigen wir ihre
Aquivalenzklassen und fahren mit den Sohnen entsprechend fort.

e Notwendige Operationen auf der Datenstruktur 7 fiir eine Partition:

— init (Nodes) liefert eine Reprasentation fiir die Partition
my = {{v} | v € Nodes}

—  find (7r,u) liefert einen Reprasentanten der Aquivalenzklasse —
der wann immer moglich keine Variable sein soll :-)

—  union (71,11, uy) vereinigt die Aquivalenzklassen von 11,1,  :-)

e Der Algorithmus startet mit einer Liste
W = [(u1,01),..., (Um, Om)]

der Paare von Wurzelknoten der zu unifizierenden Terme ...
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71 = init(Nodes);
while (W #0) {
(u,v) = Extract (W);
u = find (mr,u); v=find(m, v);
if (uz0v) {
7T = union (71, 1, 0);
if (1 ¢ Vars A v ¢ Vars)
if (label(u) # label(v)) return Fail
else {
(uy,...,ur) = Successors(u);
(v1,...,0x) = Successors(v);

W= (uy,01) .. (ug, o) = W;
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Komplexitat:

O (# Knoten) Aufrufe von union

O (# Kanten + # Gleichungen)  Aufrufe von find

—— Wir benotigen effiziente Union-Find-Datenstruktur :-)
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