








Wir suchen Losungen fiir Constraint-Systeme der Form:

xi I fi(xy,...,x) ()
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Wir suchen Losungen fiir Constraint-Systeme der Form:

xi 3 filxy,e..,x) (%)
wobei:
X; Unbekannte hier:  Afu]
D Werte hier: 2Ex"

C C DxD | Ordnungsrelation hier: D
fi: D" — D Bedingung hier:
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Wir suchen Losungen fiir Constraint-Systeme der Form:

xi 3 filxy,e..,x) (%)
wobei:
X; Unbekannte hier:  Afu]
D Werte hier: 2Fr
C C€ DxD | Ordnungsrelation hier: 2
fi: D" — D Bedingung hier:

Constraint fiir A[v] :

Alo] € (kD (Alu]) | k= (4, _,v) Kante}
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Wir suchen Losungen fiir Constraint-Systeme der Form:

xi 3 filxy,e..,x) (%)
wobei:
X; Unbekannte hier:  Afu]
D Werte hier: 2Fr
C C€ DxD | Ordnungsrelation hier: 2
fi: D" — D Bedingung hier:

Constraint fiir A[v] :

Alo] € (kD (Alu]) | k= (4, _,v) Kante}

Denn:
x ddi Ao Axdde gdw. x I | |{dq,...,di}
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Eine Abbildung f :ID; — D, heifst monoton, falls
f(a) C f(b) furalle aLCb.
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Eine Abbildung f :ID; — D, heifst monoton, falls
f(a) C f(b) faralle aLCb.

Beispiele:

(1) Dy =D, =2Y fiireineMenge Uund fx= (xNa)Ub.

Offensichtlich ist jedes solche f monoton :-)
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Eine Abbildung f :ID; — D, heifst monoton, falls
f(a) C f(b) furalle aLC b.

Beispiele:

(1) Dy =D, =2Y fiireineMenge Uund fx= (xNa)Ub.

Offensichtlich ist jedes solche f monoton :-)

(2) DDy =D, = Z (mit der Ordnung “<”). Dann gilt:

° iIncx =x-+1 ist monoton.

e decx=x—-—1 1ist monoton.

88



Eine Abbildung f :ID; — D, heifst monoton, falls
f(a) C f(b) furalle aLC b.

Beispiele:

(1) Dy =D, =2Y fiireineMenge Uund fx= (xNa)Ub.

Offensichtlich ist jedes solche f monoton :-)

(2) Dy =D, = Z (mit der Ordnung “<”). Dann gilt:

° incx =x-+1 1st monoton.
e decx=x—-—1 1ist monoton.

e invx = —x istnicht monoton :-)
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Satz:

Sind f1:Dj —=D;, und f;,:D;, — D3 monoton, dann ist
auch f,of;:D; — D3 monoton :-)
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Satz:

Sind f1:Dj —=D;, und f;,:D;, — D3 monoton, dann ist
auch f,of;:D; — D3 monoton :-)

Satz:

Ist I, ein vollstindiger Verband, dann bildet auch die Menge
[D; — D,] der monotonen Funktionen f:1D; — D, einen
vollstandigen Verband, wobei

fEg gdw. fxC gx furallex e Dy
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Satz:

Sind f;:Dy — D, und f;,:D; — D3 monoton, dann ist
auch f,of;:D; — D3 monoton :-)

Satz:

Ist I, ein vollstindiger Verband, dann bildet auch die Menge
D; — D,] der monotonen Funktionen f:1D; — D, einen
vollstandigen Verband, wobei

fEg gdw. fx LT gx firallex € Dy

Insbesondere ist fiir F C [D; — Dy,

| |[F=f mit fx=||{gx|geF}
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Fiir Funktionen fix =a4;,NxUb; konnen wir die Operationen
“o”,“U” und “M” explizit angeben:

(szfl)x = a1 MNay | MNxU azﬂlﬁsz
(f1|_|f2)x = (alLJaz) NxU b1Ub2
(f1|_|f2)x = (a1Ub1)ﬂ(a2Ub2) NxU blﬂbz
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Gesucht:

wobeli alle

moglichst kleine Losung fiir:

xi 3 fi(xe,...,x0), i=1,...,n

fi: D" — D monoton sind.
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Gesucht: moglichst kleine Losung fiir:

xi 3 fi(xe,...,x0), i=1,...,n

wobei alle f;: D" — D monoton sind.

Idee:

e Betrachte F:D" — D" mit
F(x1,...,x,) = (y1,...,y,) wobei

95

v, = fi(x1,...,x,).



Gesucht: moglichst kleine Losung fiir:

xi 3 fi(xq,...,x0), i=1,...,n

wobei alle f;: D" — D monoton sind.

Idee:

e Betrachte F:D" — D" mit
F(x1,...,x,) = (y1,...,y,) wobei

e Sindalle f; monoton, dannauch F

96

v, = fi(x1,...,x,).
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Gesucht: moglichst kleine Losung fiir:

xi 3 fi(xq,...,x0), i=1,...,n ()

wobei alle f;: D" — D monoton sind.

Idee:

e Betrachte F:D" — D" mit
F(x1,...,x4) = (y1,...,y,) wobei vy, = fi(x1,...,x,).

e Sindalle f; monoton, dannauch F :-)

e  Wir approximieren sukzessive eine Losung. Wir konstruieren:

1, Fl, F*1, P,

Hoffnung: Wir erreichen irgendwann eine Lésung ... 2?7
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Beispiel:
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Beispiel: D=2t C=C

x; 2 {a}Ux;
X> 2 X3ﬂ{61,b}
X3 2 X1U{C}
Die Iteration:
0] 1 2 3
X1 )
X2 )
X3 )
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Beispiel: D=2t C=C

x; 2 {a}lUxs
X 2 X3 {&Z, b}
X3 2 x1 U {C}
Die Iteration:
0 1 2 3
x1 || 0| {a}
xp || O 0
X3 @ {C}
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Beispiel: D=2t C=C

x; 2 {a}lUxs
X 2 X3 {&Z, b}
X3 2 x1 U {C}
Die Iteration:
0 1 2 3
x1 || 0| {a} | {a,c}
Xo (Z) @ Q)
X3 @ {C} {61, C}
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Beispiel:

Die Iteration:

D — Z{cl,b c}, C=C
x; 2 {a}lUxs
X2 2 X3 M {&Z, b}
X3 o x U {C}

0] 1 2 3
x1 || 0| {a} | {a,c}|{a,c}
Xy [0 0 0 {a}
x3 || 0| {c} | {a,c}|{a,c}
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Beispiel: D=2t C=C

x; 2 {a}lUxs
Xy 2 X3ﬂ{61,b}
X3 2 X1U{C}
Die Iteration:
0| 1 2 3 4
x1 || 0| {a} [{a,c}|{a c} |dito
X ||0| 0 ) {a}
x3 || 0| {c}t | {ac}|{ac}
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Offenbar gilt:

e Gilt Ffl =F'1, isteineLosung gefunden :-)
e |,F1,F?1,... bilden eine aufsteigende Kette :

1l C Fl1l C F1 C

e Sind alle aufsteigenden Ketten endlich, gibtes k immer.
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Offenbar gilt:

e Gilt Ffl =F'1, isteineLosung gefunden :-)
e |,F1,F?1,... bilden eine aufsteigende Kette :

1l C Fl1l C F1 C

e Sind alle aufsteigenden Ketten endlich, gibtes k immer.

Die zweite Aussage folgt mit vollstandiger Induktion:

105



Offenbar gilt:

e Gilt Ffl =F'1, isteineLosung gefunden :-)
e |,F1,F?1,... bilden eine aufsteigende Kette :

1l C Fl1l C F1 C

e Sind alle aufsteigenden Ketten endlich, gibtes k immer.

Die zweite Aussage folgt mit vollstandiger Induktion:

Anfang: F° L =1 CF'1 :)
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Offenbar gilt:

e Gilt Ffl =F'1, isteineLosung gefunden :-)
e |,F1,F?1,... bilden eine aufsteigende Kette :

1l C Fl1l C F1 C

e Sind alle aufsteigenden Ketten endlich, gibtes k immer.

Die zweite Aussage folgt mit vollstandiger Induktion:

Anfang: F° L =1 CF'1 :)

Schluss: Gelte bereits F~!1 C F' 1. Dann
Fl=F(F'l)CF(FLl)=F+1

da F monotonist :-)
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Fazit:

Wenn D endlich ist, finden wir mit Sicherheit eine Losung  :-)

Fragen:
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Fazit:

Wenn D endlich ist, finden wir mit Sicherheit eine Losung  :-)

Fragen:

1.  Gibt es eine kleinste Losung ?
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Fazit:

Wenn D endlich ist, finden wir mit Sicherheit eine Losung  :-)

Fragen:

1.  Gibt es eine kleinste Losung ?

2. Wennja: findet Iteration die kleinste Losung ??
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Fazit:

Wenn D endlich ist, finden wir mit Sicherheit eine Losung  :-)

Fragen:

1.  Gibt es eine kleinste Losung ?
2. Wennja: findet Iteration die kleinste Losung ??

3. Was,wenn [ nichtendlich ist ???

111



Satz Knaster — Tarski

In einem vollstandigen Verband ) hatjede monotone Funktion
f:D— D einen kleinsten Fixpunkt d,.

Sei P={deD|fdCd} dieMengeder Prifixpunkte.
Dannist dy=1[]P

112
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Satz Knaster — Tarski

In einem vollstandigen Verband ) hatjede monotone Funktion
f:D— D einen kleinsten Fixpunkt d,.

Sei P={deD|fdCd} dieMengeder Prifixpunkte.
Dannist dy=1[]P

Beweis:

(1) doEPI
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Satz Knaster — Tarski

In einem vollstandigen Verband ) hatjede monotone Funktion
f:D— D einen kleinsten Fixpunkt d,.

Sei P={deD|fdCd} dieMengeder Prifixpunkte.
Dannist dy=1[]P

Beweis:
(1) dy € P:
fdoC fdCd furalled € P
——  fdy istuntere Schranke von P
—— fdyCdy weildy=[]P
—— dop€P =)
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(2) fdo == do .
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(2) fdy=dp:

fdoCdy wegen (1)

f(fdo) C fdy wegen Monotonie von f
fdoeP

do C fdp und die Behauptung folgt :-)

1]
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(2) fdy=dp:

fdoCdy wegen (1)

f(fdo) C fdy wegen Monotonie von f
fdoeP

do C fdp und die Behauptung folgt :-)

1]

(3) do ist kleinster Fixpunkt:
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(2) fdy=dp:

fdoCdy wegen (1)

f(fdo) C fdy wegen Monotonie von f
fdoeP

do C fdp und die Behauptung folgt :-)

1]

(3) do ist kleinster Fixpunkt:

fdi =d; Cdy weiterer Fixpunkt
— d, e P
— do LT dy -))
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Bemerkung:

Der kleinste Fixpunkt dy, istin P und untere Schranke :-)

—— dj istder kleinste Wert x mit x JJ fx
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Bemerkung:

Der kleinste Fixpunkt dy, istin P und untere Schranke :-)

—— dj istder kleinste Wert x mit x JJ fx

Anwendung:

Sei x; 3 fi(xy,...,x0), i=1,...,n ()

ein Ungleichungssystem, wobei alle  f; : D" — D monoton sind.
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Bemerkung:

Der kleinste Fixpunkt dy, istin P und untere Schranke :-)

—— dj istder kleinste Wert x mit x JJ fx

Anwendung:

Sei x; 3 fi(xy,...,x0), i=1,...,n ()

ein Ungleichungssystem, wobei alle  f; : D" — D monoton sind.

—— kleinste Losung von (¥) == kleinster Fixpunkt von F = :-)
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Beispiel 1: D =2Y, fx=xnaUb
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Beispiel 1: D=2Y fx=xNaUb

FlALpT

0 T

-
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Beispiel 1: D=2Y fx=xNaUb

FlAL[pT
0| 0 T
1| b |auUb
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Beispiel 1: D=2Y fx=xNaUb

flALpT
0| 0 T
1|1 b |aUb
21 b |aUb
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Beispiel 1: D=2Y fx=xNaUb

flALpT
o 0 T
1|1 b |aUb
21 b |aUb

Beispiel 22 D =NuU{oo}
Fiir die Funktion fx=x-+1 ist:
ffl=f0=i C i+1=f""1
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Beispiel 1: D=2Y fx=xNaUb

flALpT
0| 0 T
1|1 b |aUb
21 b |aUb

Beispiel 22 D =NuU{oo}

Fiir die Funktion fx=x-+1 ist:

ffl=f0=i C i+1=f""1

—— Die normale Iteration erreicht nie einen Fixpunkt

—— Man benétigt manchmal transfinite Iteration
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Satz:

Sei f:DD— D monotonund X CD diekleinste Menge mit:

(a) L eX
(b) fdeX falls deX;
(c) ||Xo€e X fiuralle X, C X.

/] diese Menge existiert offenbar :-)
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Satz:

Sei f:DD— D monotonund X CD diekleinste Menge mit:

(a) L eX
(b) fdeX falls deX;
(c) ||Xo€e X fiuralle X, C X.

/] diese Menge existiert offenbar :-)

Dannist dy=[]|X der kleinste Fixpunkt von f.
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Bewelis:

(1) fdoCTdy dh. dy istPrafixpunkt:
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Bewelis:

(1) fdoCTdy dh. dy istPrafixpunkt:

dyp € X wegen (c)
— fdop€ X wegen (b)
—— fdoCEdy )
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Bewelis:

(1) fdoCTdy dh. dy istPrafixpunkt:

dyp € X wegen (c)
— fdop€ X wegen (b)
— fdo E do I-)

(2) dp ist kleinster Prafixpunkt:
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Bewelis:

(1) fdoCTdy dh. dy istPrafixpunkt:

dyp € X wegen (c)
— fdp€ X wegen (b)
—— fdoCEdy )

(2) dp ist kleinster Prafixpunkt:

Sei d; weiterer Prafixpunkt, d.h. fd; C d;.
Dann erfiillt die Menge: X; ={xeD|xCd;}
die Eigenschaften (a), (b) und (c) :-)
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Bewelis:

(1) fdoCTdy dh. dy istPrafixpunkt:

dyp € X wegen (c)
— fdp€ X wegen (b)
— fdo E do I-)

(2) dp ist kleinster Prafixpunkt:
Sei d; weiterer Prafixpunkt, d.h. fd; C d;.
Dann erfiillt die Menge: X; ={xeD|xCd;}
die Eigenschaften (a), (b) und (c) :-)
— X CX
—— d; istobere Schranke von X
— do=UXLCdy =)
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Fazit:

Wir konnen Constraint-Systeme durch Fixpunkt-Iteration 16sen,
d.h. durch wiederholtes Einsetzen :-)
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Fazit:

Wir konnen Constraint-Systeme durch Fixpunkt-Iteration 16sen,
d.h. durch wiederholtes Einsetzen :-)

AChtung: Naive Fixpunkt-Iteration ist ziemlich ineffizient :-(
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Fazit:

Wir konnen Constraint-Systeme durch Fixpunkt-Iteration 16sen,
d.h. durch wiederholtes Einsetzen :-)

Achtung: Naive Fixpunkt-Iteration ist ziemlich ineffizient :~(

Beispiel:

91 == W N — O
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Fazit:

Wir konnen Constraint-Systeme durch Fixpunkt-Iteration 16sen,
d.h. durch wiederholtes Einsetzen :-)

Achtung: Naive Fixpunkt-Iteration ist ziemlich ineffizient :~(

Beispiel:

1
0
{l,x>1,x—1}
Expr
{1,x>1,x—1}
{1)
Expr

91 == W N — O
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Fazit:

Wir konnen Constraint-Systeme durch Fixpunkt-Iteration 16sen,
d.h. durch wiederholtes Einsetzen :-)

Achtung: Naive Fixpunkt-Iteration ist ziemlich ineffizient :~(

Beispiel:
1 2
0 0 0
1| {l,x>1,x—-1} {1}
2 Expr {L,x>1,x—1}
31 {L,x>1,x—1} | {L,x>1,x—1}
4 ) 1
5 Expr {L,x>1,x—1}
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Fazit:

Wir konnen Constraint-Systeme durch Fixpunkt-Iteration 16sen,
d.h. durch wiederholtes Einsetzen :-)

Achtung: Naive Fixpunkt-Iteration ist ziemlich ineffizient :~(

Beispiel:
1 2 3
0 0 0 0
1 {l,x>1,x—1} {1} {1}
2 Expr {1,x>1,x—1} {1,x>1}
3| {Lx>1Lx—1} | {LLx>1,x—1} | {l,x>1,x—1}
4 [} ) )
5 Expr {L,x>1,x—1} {1,x>1}
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Fazit:

Wir konnen Constraint-Systeme durch Fixpunkt-Iteration 16sen,

d.h. durch wiederholtes Einsetzen

-)

Achtung: Naive Fixpunkt-Iteration ist ziemlich ineffizient

Beispiel:

~

1 2 3 4
0 0 0 0 0
1| {l,x>1,x—-1} {1} {1} {1}
2 Expr {1,x>1,x—1} {1,x>1} {1,x > 1}
3| {L,x>1,x—1} | {L,x>1,x—1} | {Lx>1,x—1} | {1,x>1}
1 n (1) (1) n
5 Expr {L,x>1,x—1} {1,x>1} {1,x > 1}
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Fazit:

Wir konnen Constraint-Systeme durch Fixpunkt-Iteration 16sen,

d.h. durch wiederholtes Einsetzen

Beispiel:

)
Achtung: Naive Fixpunkt-Iteration ist ziemlich ineffizient :~(
1 2 3 4 5
0 0 0 0 0
1| {Lx>1,0-1) {1} {1} {1}
2 Expr {1,x>1,x—1} {1,x>1} {1,x > 1}
3 {L,x>1,x—1} | {LLx>1,x—1} | {l,x>1,x—1} | {l,x>1} | dito
4 {1} {1} {1} {1}
5 Expr {L,x>1,x—1} {1,x>1} {1,x > 1}
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Idee: Round Robin Iteration

Benutze bei der Iteration nicht die Werte der letzten Iteration,
sondern die jeweils aktuellen :-)
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Idee: Round Robin Iteration

Benutze bei der Iteration nicht die Werte der letzten Iteration,
sondern die jeweils aktuellen :-)

Beispiel:

g1 = W N = O
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Idee: Round Robin Iteration

Benutze bei der Iteration nicht die Werte der letzten Iteration,
sondern die jeweils aktuellen :-)

Beispiel:

{1}
{1,x > 1}
{1,x > 1}

[

{1,x > 1}

g1 = W N = O
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Idee: Round Robin Iteration

Benutze bei der Iteration nicht die Werte der letzten Iteration,
sondern die jeweils aktuellen :-)

Beispiel:
1 2
0 0
L {1}
2| {1,x>1}
31 {1,x>1} | dito
41 {1
51 {1,x>1}
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