Die abstrakten Kanten-Effekte [k]* setzen wir wieder zu den
Effekten von Pfaden 7 =k;...k, zusammen durch:

[7]* = [k]fo...0[k]f :D—D

Idee zur Korrektheit: Abstrakte Interpretation
Cousot, Cousot 1977

Aufstellen einer Beschreibungsrelation A zwischen konkreten
Werten und deren Beschreibungen mit:

xAay N a1La —— xAa

Konkretisierung:  ya={x|xAa}
/] liefert Menge der beschriebenen Werte :-)
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(1) Werte: A CZXZ'
zAa gdw. z=aVa=T

Konkretisierung:

{a} falls aCC T
ya =
Z falls a=T
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(1) Werte: A CZXZ'
zAa gdw. z=aVa=T

Konkretisierung:

{a} falls aCC T
ya =
Z falls a=T

(2) Variablenbelegungen: A C (Vars = Z) x (Vars - Z"),
(p,u) AD gdw. D# 1L N pxEDx (x & Vars)

Konkretisierung:

{(Z) falls D=1
yD =
{p|Vx: (px) A(Dx)} sonst
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Beispiel: {x—1y— -7} A{x—T,y— =7}

(3) Zustdnde:

A C ((Vars = Z) x (N —Z)) x (Vars - Z")
(p,u) AD  gdw. pAD

Konkretisieruing:

{(Z) falls D = |
YD =
{(p,u) |Vx: (px) A(Dx)} sonst
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Wir zelgen:

() Gilt sAD undist [z]s definiert, dann gilt auch:

([7]s) A ([#]* D)

[7]

[7]*
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Die abstrakte Semantik simuliert die konkrete :-)

Insbesondere gilt:

[7]s € v ([7]* D)
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Die abstrakte Semantik simuliert die konkrete :-)

Insbesondere gilt:

[7]s € v ([~]* D)

Praktisch heifst das z.B., dass fiir Dx = -7 gilt:

ox = =7 furalle pe€eyD
—— px = =7 fur (p,_) = [n]s
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Zum Beweis von  (x) zeigen wir fiir jede Kante k:

(K]

[k]*

Dann folgt (%) mittels Induktion :-)
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Zum Beweis von  (*x) zeigen wir furjeden Ausdruck e:

(xxx) ([eJp) A ([e]*D) sofernnur pA D
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Zum Beweis von  (*x) zeigen wir fiir jeden Ausdruck e:

(xxx%) ([e]p) A ([e]*D) sofernnur pA D

Zum Beweis von  (* x %) zeigen wir fiir jeden Operator O :

x O A (xF Ot sofern x A x'* Ay A 1
Y Y yay
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Zum Beweis von  (*x) zeigen wir fiir jeden Ausdruck e:

(xxx%) ([e]p) A ([e]*D) sofernnur pA D

Zum Beweis von  (* x %) zeigen wir fiir jeden Operator O :

x O A (xF Ot sofern x A x'* Ay A 1
Y Y yay

So hatten wir die Operatoren Of aber gerade definiert :-)
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Nun zeigen wir (*%) durch Fallunterscheidung nach der
Kanten-Beschriftung /ab .

Sei s=(p,u) A D.Insbesondereist 1 #D : Vars —7Z'

Fall [x =¢;]:

pr = p®{x—=[ep} wm = mn
D; = D&{x— []¢D}

— (p1, 1) A Dy
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Fall |x = MI[R];|:

pr = pS{x—pu(pR)} o= u
D1 = D@{xl—>_|_}
— (p1, 1) A Dy

Fall M[Rl] = Rz,' .

P1 = P o = pd{pRi— pRy}

— (p1, 1) A Dy
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Fall

Neg(e) |:

0 = lelo

A ne-:ﬁD

—— 0 C [e]!D
— ?é D1 = D

— (p1, 1) A Dy
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Fall

Pos(e) |:

(p1, 1) =5, wobei:

-
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Wir schliefsen:  Die Behauptung (x) stimmt :-))

Die MOP-Losung:
D*[v] = | {[n]* Do | 7 : start —* v}

wobei  Dyx =T (x € Vars) .
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Wir schliefsen:  Die Behauptung (x) stimmt :-))

Die MOP-Losung:
D*lv] = | [{[#]* Do | 7 : start —* v}

wobei  Dyx =T (x € Vars) .

Wegen (%) gilt fiir alle Anfangszustinde s wund alle
Berechnungen m,die © erreichen:

(I=]s) A (D*[o])
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Wir schliefsen:  Die Behauptung (x) stimmt :-))

Die MOP-Losung:
D*lv] = | [{[#]* Do | 7 : start —* v}

wobei  Dyx =T (x € Vars) .

Wegen (%) gilt fiir alle Anfangszustinde s wund alle
Berechnungen m,die © erreichen:

(I=]s) A (D*[o])

Zur Approximation des MOP benutzen wir unser
Constraint-System  :-))
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Beispiel:
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Beispiel:

N U WN R, O

10
10
10
10

|_

—~ = A=

10
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Beispiel:

A
o T T T T
110 T ||10| T
211100 1 || T | T
3110} 1 | T | T
40110110 T | T
519 10 T | T
6 L T 1T
7 L T 1T
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Beispiel:

1 3

A A
oy T[T | T T
110 T |J10| T
21100 1 | T | T
310} 1 | T | T
4111010 T | T | dito
51019 110 T | T
6 L T 1T
7 1 T 1T
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Fazit:

Obwohl wir mit konkreten Zahlen rechnen, kriegen wir nicht alles
raus :-(

Daftiir terminiert die Fixpunkt-Iteration garantiert:

Fir »n Programmpunkte und 7 Variablen benodtigen wir
maximal: n-(m+1) Runden :-)

Achtung:

Die Kanten-Effekte sind nicht distributiv !!!
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Gegenbeispiel: fo= [x=x+y]

Sei D; = {x|—>2,y|—>3}
= {x—3,y—2}

3
|

Dann fD;Uf D,

{x+—5y—3}U{x— D51y~ 2}
{x—5y—T}
{x—T,y—T;
fla=T,y—T}

f (DU Dy)

| N

=((
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Wir schliefsen:

Die kleinste Losung D des Constraint-Systems liefert i.a. nur
eine obere Approximation des MOP, d.h.:

C'lo] £ Clo]
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Wir schliefsen:

Die kleinste Losung D des Constraint-Systems liefert i.a. nur
eine obere Approximation des MOP, d.h.:

C'lv] E C[v]

Als obere Approximation beschreibt C|v] trotzdem das
Ergebnis jeder Berechnung 7,diein ©v endet:

([7] (o, 1)) A (C[v])

wann immer  [[77] (o, 1) definiert ist )
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Transformation 5: Beseitigung von totem Code

\/ ouwe

i
O... Q...Q O

i [lab]f (D[u]) = L ()
lab ﬁ
O
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Transformation 5 (Forts.):  Beseitigung von totem Code

1 #Dlul =D
[e]*D =0
Neg (e) ﬁ ;

1 #Dlul=D

[(]"D ¢ {0, T}
Pos (e) ﬁ ;
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Transformation 5 (Forts.):  Vereinfachte Zuweisungen

1 #Dlul=D
[e]*D = c
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Erweiterungen:

e Statt ganzer rechter Seiten kann man auch Teilausdriicke
vereinfachen:

{x—=Ty—5}

x+ (3xvy) x+ 15

... und weitere Vereinfachungsregeln anwenden, etwa:

x*x0 — 0
x*x1 —— «x
x+0 — x
x—0 =—— Xx
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Bisher haben wir die Information von Bedingungen nicht
optimal ausgenutzt:

if (x==7)
y=x+3;

Selbst wenn wir den Wert von x vor der if-Abfrage nicht
kennen, wissen wir doch, dass bei Betreten des then-Teils x
stets den Wert 7 hat  :-)

Wir konnten darum definieren:
(D falls [x==¢])D=1
[Pos(x==¢e)]*D=X 1  falls [x==¢]!D=0

\ D4 sonst

wobei
Di=D&{x— (Dxn[e]*D)}
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Analog sieht der Kanteneffekt fiir Neg (x #¢) aus :-)

Unser Beispiel:
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Analog sieht der Kanteneffekt fiir Neg (x #¢) aus :-)

Unser Beispiel:
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Analog sieht der Kanteneffekt fiir Neg (x #¢) aus :-)

Unser Beispiel:

324



1.5 Intervall-Analyse

Beobachtung:

e Programmiererinnen benutzen oft globale Konstanten, um
Debug-Code ein oder aus zu schalten

—

Konstantenpropagation ist hilfreich :-)

e Im allgemeinen wird aber der Wert von Variablen nicht
bekannt sein — moglicherweise aber ein Intervall !!!
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Beispiel:

for (i=0;i < 42;i++)
if (0<ini<42){
A =A+1;
M|A{| = i;
h
// A Anfangsadresse eines Felds

/] if ist Array-Bound-Check

Offenbar ist die innere Abfrage tiberfliissig :-)
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Idee 1:

Bestimme fiir jede Variable x ein (moglichst kleines :-) Intervall
fiir die moglichen Werte:

T={[Lu]|l€ZU{—0o},ucZU{+too},l<u)

Partielle Ordnung:

1, u1] C I, us] gdw. L <l Nup < up

[ Uq
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Damit:

[11, Ml] L [lz, Ltz] = [11 [ lz, u, L Ltz]
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Damit:

[11, ul] L [12, uz] = [11 [ lz, u, L Ltz]
L, ud T, up) = [l ULy, uq Mg sofern (Iy UL) < (uyMuy)
_
ll uq
:ﬁ
I U
ﬁi:
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Achtung:

— I ist kein vollstandiger Verband :-)

— I besitzt unendliche aufsteigende Ketten, z.B.

0,00 [0,1)C [-1,1]C [-1,2] C ...
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Achtung:

— I ist kein vollstandiger Verband :-)

— I besitzt unendliche aufsteigende Ketten, z.B.

0,00 [0,1)C [-1,1]C [-1,2] C ...

Beschreibungsrelation:

z Al ul gdw. | <z<u

Konkretisierung:

yiLul={z€Z |l <z<u}
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Beispiel:

v10,7] = {0,...,7}
0,1,2,...,)

\<

o

2
|

Rechnen mit Intervallen: Intervall-Arithmetik :-)

Addition:
[ll, I/ll] —|—jj [lz, I/lz] = [11 —+ lz, Uy + u2] wobei

—o0+_ = —o0
+oO+_ = +00

/ / —o0 + oo kommt nicht vor :-)
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Negation:

Multiplikation:
[y, uq] o [, u] = |a,b] wobei
= lllz [] 111/12 [ Mllz [] UiU»
= 1112 LI lluz LI 1/[112 LI UiUo-
Beispiel:
0,2] +* [3,4] = [0,8]
[—1,2] %" [3,4] = [—4,8
[—1,2] %% [-3,4] = [-6,8]
[—1,2] %% [-4,-3] = [-8,4]
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Division: [ll, Ml] /jj [12, Mz] = [El, b]

e Ist 0 nichtim Nenner-Intervall enthalten, sei:

a = ll/lzl_lll/uzl_lul/lzl_lul/uz
b = ll/lzl_lll/uzl_lul/lzl_lul/uz

e Gilt: [, <0< u,,setzen wir:

a,b] = [—00, 4]
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Gleichheit:

:1, 1 falls ll = U1 = 12 = Uy

11, uq] ==t o, up] = < 0,0] falls u; <bLVu, <k

0,1] sonst
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Gleichheit:

:1, 1 falls ll = U1 = lz = Uy

1, uq] == L, ux] = ¢ 0,0] falls w3 <bLVu, <k

0,1] sonst

Beispiel:
42,42]=="1[42,42] = [1,1]
0,7]==%[0,7] = [0,1]
1,2]==*[3,4] = [0,0]
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