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Organisatorisches

Termine:
Vorlesung: Montag, 12-14

Dienstag, 12-14
Ubung;: Freitag, 10-12

K. Neeraj Verma: ver ma@n. t um de
Materialien:  Folien, Aufzeichnung :-)

Literatur :-))

Vorlesungs-Mitschrift (in Uberarbeitung)

Schein: ¢ 50% der Aufgaben

e zweimal vorrechnen :-)



Geplanter Inhalt:

1. Vermeidung tiberfliissiger Berechnungen

—  verftigbare Ausdriicke
—  Konstantenpropagation/Array-Bound-Checks
—  Code Motion

2. Ersetzen teurer Berechnungen durch billige

—  Peep Hole Optimierung
—  Inlining

—  Reduction of Strength



3. Anpassung an Hardware

L A

Instruktions-Selektion
Registerverteilung
Scheduling

Speicherverwaltung



0 Einfiihrung

Beobachtung 1:  Intuitive Programme sind oft ineffizient.
Beispiel:
void swap (int i, int j) {
int t;
It (a[i] >a[j]) {
t =al]];
a[]] =a[l];
ali] =t,
}

}



Ineffizienzen:

e Adressenall],a[]] werden je dreimal berechnet

o Wertea[i],a[]] werden zweimal geladen  :-(

Verbesserung;:

e Gehe mit Pointer durch das Feld a;

e speichere die Werte von a[i],a[]] zwischen!



void swap (int *p, int *q) {
int t, ai, aj;
al = *p; a = *q;

if (ai > aj) {
t = aj;
*q = al;
p =t [/ t kann auch noch
} Il eingespart werden!



Beobachtung 2:

Hohere Programmiersprachen (sogar C :-) abstrahieren von
Hardware und Effizienz.

Aufgabe des Compilers ist es, den natiirlich erzeugten Code an die
Hardware anzupassen.

Beispiele:

Fiillen von Delay-Slots;
Einsatz von Spezialinstruktionen;

Umorganisation der Speicherzugriffe fiir besseres
Cache-Verhalten;

Beseitigung (unnotiger) Tests auf Overflow /Range.



Beobachtung 3:

Programm-Verbesserungen sind nicht immer korrekt :-(

Beispiel:
y =f() +f(); —— y=2*1(),

Idee: Spare zweite Auswertung von f ()



Beobachtung 3:

Programm-Verbesserungen sind nicht immer korrekt :-(

Beispiel:
y =10 +10: ==y =2"1();
Idee: Spare zweite Auswertung vonf () ???
Problem: Die zweite Auswertung konnte ein anderes Ergebnis

liefern als die erste (z.B. wenn f() aus der Eingabe
liest :-)
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Folgerungen:

—>  Optimierungen haben Voraussetzungen.
—>  Die Voraussetzungen muss man:
e formalisieren,

e (iiberpriifen :-)

—>  Man muss beweisen, dass die Optimierung korrekt ist,
d.h. die Semantik erhalt !!!
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Beobachtung 4:

Optimierungs-Techniken hdngen von der Programmiersprache ab:

—  welche Ineffizienzen auftreten;
—  wie gut sich Programme analysieren lassen;

—  wie schwierig / unmoglich es ist, Korrektheit zu beweisen ...

Beispiel: Java
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Unvermeidbare Ineffizienzen:

*  Array-Bound Checks;

*  dynamische Methoden-Auswahl;

*  bombastische Objekt-Organisation ...
Analysierbarkeit:

+  keine Pointer-Arithmetik;

+  keine Pointer in den Stack;

— dynamisches Klassenladen;

—  Reflection, Exceptions, Threads, ...
Korrektheitsbeweise:

+  mehr oder weniger definierte Semantik;

Features, Features, Features;

Bibliotheken mit wechselndem Verhalten ...
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... in der Vorlesung:

eine einfache imperative Sprache mit:

e Variablen // Register

e R=yg // Zuweisungen

e Ry =MI[Ry]; // Laden

e MI[Ry] =Ry; // Speichern

o if (e) sy elses, // bedingte Verzweigung

e (gotoL; // keine Schleifen :-)
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Beachte:

e Vorerst verzichten wir auf Prozeduren :-)

e Externe Funktionen berticksichtigen wir, indem wir als

Ausdruck e auch f(Ry, ..., Ry) gestatten fiir eine unbekannte
Funktion f.

——> intra-prozedural

—— eine Art Zwischensprache, in die man (fast) alles
tibersetzen kann.

Beispiel: swap( )
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0: A1 = Ag+1xi //
1: R4 M|A1); //
2 As Ao+ 1x7;

3: R, = M|Ay); //
4 . if (Ry > Ry) {

5: Aj = Ag+1xj;
6 : t M| A;);

7 : Ay Ao+ 1x7;
8 : As Ao+ 1x1;
9: R; M|As];

10 M[Ay] = Ry;

11 A Ao+ 1x1;
12 M|A¢] = ¢t

16

AO == &ua
R1 == a[z]
Ry == alj]



Optimierung 1: 1«R == R

Optimierung 2:  Wiederbenutzung von Teilausdriicken

Al = A5 == A6
A2 = A3 _= = A4
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Damit erhalten wir:

Al = Ao+

R, M|A4];

A Ao+ 7,

R, = M|Ay);

if (R1 > Ry){
t = Ry,
M| A,] Ry;
M|A] =

18



Optimierung 3:

Ersparnis:

Verkiirzung von Zuweisungsketten

vorher | nachher
+ 6 2
* 6 0
load 4 2
store 2 2
> 1 1
= 6 2

19
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1 Vermeidung iiberfliissiger Berechnungen

1.1 Mehrfach-Berechnungen
Idee:

Wird der gleiche Wert mehrfach berechnet, dann
—  speichere ihn nach der ersten Berechnung;

—  ersetze jede weitere Berechnung durch Nachschlagen!

—— Verfligbarkeit von Ausdriicken

——> Memoisierung
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Problem: Erkenne Mehrfach-Berechnungen!

Beispiel:
z = 1;
y read();
A xl - y _I_ Z 4

21



Achtung:

B ist eine Mehrfach-Berechnung des Werts von |y 4 z |, falls:

(1) A stets vor B ausgefiihrt wird; und

(2) y und z an B die gleichen Werte haben wiean A  :-)

——> Wir benétigen

—  eine operationelle Semantik :-)

— ein Verfahren, das einige Mehrfach-Berechnungen erkennt ...
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Exkurs 1: Eine operationelle Semantik

Wir wiahlen einen small-step operationellen Ansatz.
Programme repréasentieren wir als Kontrollfluss-Graphen.

Im Beispiel:

Neg (R; > Ry) \Pos (R1 > Ry)

A3:A0—|—1*j;
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Dabei reprasentieren:

Knoten

Programm-Punkt

start

Programm-Anfang

stop

Programm-Ende

Kante

Berechnungs-Schritt
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Dabei reprasentieren:

Knoten

Programm-Punkt

start

Programm-Anfang

stop

Programm-Ende

Kante

Berechnungs-Schritt

Kanten-Beschriftungen:

Test :
Zuweisung :
Load :

Store :

Nop :

Pos (e) oder Neg (e)
R =e¢;

Ri = M[Ry);

M|Rq| = Ry;

V4
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Berechnungen folgen Pfaden.

Berechnungen transformieren den aktuellen Zustand

s = (p, 1)

wobei:

p: Vars — int | Inhalt der Register

pu: N — int Inhalt des Speichers

Jede Kante k = (u, lab, v) definiert eine partielle Transformation

[k] = [lab]

des Zustands:
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BRCAD = (o, 1)

falls e p # 0
falls e} p=0

/N N
SHIS
T K
N—"

[Pos (e)] (p, ) =
[Neg (e)] (o, 1) =
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BRCAD = (o, 1)

[Pos(e)] (o, 1) = (p 1) falls [e] p # 0
[Neg (e)] (o, 1) = (p, 1) falls [le] p = 0

// [e] : Auswertung des Ausdrucks e, z.B.

/| [x+yl{x—7,y— -1} =6
)| I ==4)] x5} =1
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BRCAD = (o, 1)

[Pos(e)] (o, 1) = (p 1) falls [e] p # 0
[Neg (e)] (o, 1) = (p, 1) falls [le] p = 0

// [e] : Auswertung des Ausdrucks e, z.B.

/) [x+yl{x =7,y -1} =6
/) [ix == 4] {x—5} =1

[R=¢] (o) = (p®{R~— [e]p}|u)

// wobei “@” eine Abbildung an einer Stelle dndert
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[Ri = M[Ro[;[ (o, 1r) = ([P @R = p(p(R2))} |, 1)

[IM[Ri] =Ry [ (o) = (0,1t ®{p(R1) — p(R2)} )

Beispiel:
[x=x+1,]({x—5},u) =(p,u) wobei:
p= x—=5td{x— [x+1]{x— 5}}

= {x—5}&{x— 6}
!
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Ein Pfad 7 = kik;...k, isteine Berechnung fiir den Zustand s
falls:

s € def ([kn] o...o[ki])

Das Ergebnis der Berechnung ist:

[7]s = ([kn] o...0[ki])s

Anwendung:

Nehmen wir an, wir hdtten am Punkt # den Wert von x + y
berechnet:

X+y
O—~—"—=@
Wir fithren eine Berechnung entland des Pfades 7 aus und
erreichen v, wo wir erneut x + 1y berechnen sollen ...
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Idee:

Wenn x und v in 7t nicht verandert werden, dann muss x 4 y in v
den gleichen Wert liefern wiein u  :-)

Diese Figenschaft konnen wir an jeder Kante in 77 tiberpriifen :-|
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Idee:

Wenn x und v in 7t nicht verandert werden, dann muss x 4 y in v
den gleichen Wert liefern wiein u  :-)

Diese Figenschaft konnen wir an jeder Kante in 77 tiberpriifen :-|

Allgemeiner:

Nehmen wir an, in u# hatten wir die Werte der Ausdriicke aus
A ={ey,..., e} zur Verfigung.
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Idee:

Wenn x und v in 7t nicht verandert werden, dann muss x 4 y in v
den gleichen Wert liefern wiein u  :-)

Diese Figenschaft konnen wir an jeder Kante in 77 tiberpriifen :-|

Allgemeiner:

Nehmen wir an, in u# hatten wir die Werte der Ausdriicke aus
A ={ey,..., e} zur Verfigung.

Jede Kante k transformiert diese Menge in eine Menge  [k]* A
von Ausdriicken, die nach Ausfiihrung von k verfiigbar sind ...
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... die wir zur Ermittlung des Effekts eines Pfads m = k; ...k,
zusammen setzen konnen:

[7]* = [k]fo...o[k]
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... die wir zur Ermittlung des Effekts eines Pfads m = k; ...k,
zusammen setzen konnen:

[7]* = [k]fo...o[k]

Der Effekt [k]* einer Kante k = (u,/ab,v) héangtnur vom
Label lab ab, d.h. [k]* = [lab]*
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... die wir zur Ermittlung des Effekts eines Pfads m = k; ...k,
zusammen setzen konnen:

[7]* = [k]fo...o[k]

Der Effekt [k]* einer Kante k = (u,/ab,v) héangtnur vom
Label lub ab, d.h. [k]* = [lab]* wobei:

[]F A = A
[Pos(e)]* A = [Neg(e)]* A = Au{e)
[R=¢]FA = (AU{e})\Expr, wobei

Expr, alle Ausdriicke sind, die R enthalten
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[Ri = M[R,;]* A = A\Expr
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[Ri = M[R,;]* A = A\Expr
IM[R,] = Ry;J!A = A

Damit konnen wir jeden Pfad untersuchen :-)
In einem Programm kann es mehrere Pfade geben :-(

Bei jeder Eingabe kann ein anderer gewdhlt werden  :-((
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[Ri = M[R,[;J* A = A\Expr,
[M[Ri] = R;!A = A

Damit konnen wir jeden Pfad untersuchen :-)
In einem Programm kann es mehrere Pfade geben :-(

Bei jeder Eingabe kann ein anderer gewdhlt werden  :-((

——> Wir benétigen die Menge:

Alo] = ({I#*0 | 7 : start —* v}
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Im Klartext:

—  Wir betrachten samtliche Pfade, die v erreichen.

—  Fiir jeden Pfad 7 bestimmen wir die Menge der entlang 7
verfiigbaren Ausdriicke.

—  Vor Programm-Ausfiihrung ist nichts verftigbar  :-)

—  Wir bilden den Durchschnitt == sichere Information

41



Im Klartext:

—  Wir betrachten samtliche Pfade, die v erreichen.

—  Fiir jeden Pfad 7 bestimmen wir die Menge der entlang 7
verfiigbaren Ausdriicke.

—  Vor Programm-Ausfiihrung ist nichts verftigbar  :-)

—  Wir bilden den Durchschnitt == sichere Information

Wie nutzen wir diese Information aus ???
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Transformation 1:

Wir stellen neue Register T, als Speicherplatz fiir die ¢ bereit:
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Transformation 1:

Wir stellen neue Register T, als Speicherplatz fiir die ¢ bereit:

@
Neg (e) Pos (e) q ?Te

Neg (T, Pos (



Transformation 2:

Falls ¢ am Punkt u verfiigbar ist, wird ¢ nicht neu berechnet:

Wir ersetzen dann die Zuweisung durch Nop :-)
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Beispiel:

v+ 3;

y+3;

46

X=1y+3;
X =7
z=1Yy+3;



Beispiel:

y+3;

v+ 3;
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Beispiel:

y+3;

v+ 3;

T=vy+23;
{y+3}

x=T;
{y+3}

X =17
{y+3}

T'=vy+3;

48



Beispiel:

v+ 3;

y+3;

T=y+23;
{y+3}

x=T;
{y+3}

X =17
{y+3}
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Korrektheit: (Idee)

Transformation 1 erhélt offenbar die Bedeutung und A[u] fiir alle
Knoten u  :-)

Sei 7t : start —* u der Pfad, den eine Berechnung nimmt.

Ist ¢ € A[u], dann auch ¢ € [7]* ().

Dann muss es eine Zerlegung von 7t geben:

T g () S Sy

mit den folgenden Eigenschaften:
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Der Ausdruck ¢ wird an der Kante k berechnet;

Der Ausdruck ¢ wird an keiner Kante in 71, aus der Menge
der verfiigbaren Ausdriicke entfernt, d.h. keine Variable von ¢
erhilt einen neuen Wert :-)
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e Der Ausdruck ¢ wird an der Kante k berechnet;

e Der Ausdruck ¢ wird an keiner Kante in 71, aus der Menge
der verfiigbaren Ausdriicke entfernt, d.h. keine Variable von ¢
erhilt einen neuen Wert :-)

Wird u erreicht, enthdlt das Register T, den Wert vone  :-))
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Achtung:

Die Transformation 1 ist nur sinnvoll an Zuweisungen x — ¢;,
wobei:

—  x ¢ Vars(e);
— e & Vars;

—  sich die Berechnung von ¢ lohnt -}
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Achtung:

Die Transformation 1 ist nur sinnvoll an Zuweisungen x — ¢;,
wobei:

—  x ¢ Vars(e);
— e & Vars;

—  sich die Berechnung von ¢ lohnt -}

Bleibt die Preisfrage ...
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Preisfrage:

Wie berechnen wir A[u] fiir jeden Programmpunkt 1 ??
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Preisfrage:

Wie berechnen wir A[u] fiir jeden Programmpunkt 1 ??

Idee:

Wir stellen ein Constraint-System auf, das alle Bedingungen an die
Werte A[u] sammelt:

Alstart]
Alv]

)
[k]* (A[u]) k= (u, ,v) Kante

M 1N
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Gesucht:

e moglichst grofie Losung (?7)

e Algorithmus, der diese berechnet :-)

Beispiel:
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Gesucht:

e moglichst grofie Losung (?7)

e Algorithmus, der diese berechnet :-)

Beispiel:
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Gesucht:

e moglichst grofie Losung (?7)

e Algorithmus, der diese berechnet :-)

Beispiel:
Alo] < 0
ALl < (AOJU T \Expr,
Al < Af4]

59



Gesucht:

e moglichst grofie Losung (?7)

o Algorithmus, der diese berechnet

Beispiel:

60
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Gesucht:

e moglichst grofie Losung (?7)

o Algorithmus, der diese berechnet

Beispiel:

61
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Gesucht:

e moglichst grofie Losung (?7)

o Algorithmus, der diese berechnet

Beispiel:

62

IO OR AR ARSI



Gesucht:

e moglichst grofie Losung (?7)

o Algorithmus, der diese berechnet

Beispiel:

63
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Gesucht:

e moglichst grofie Losung (?7)

e Algorithmus, der diese berechnet :-)

Beispiel:

Losung

Al0] = 0

At} = {1}
A2l = {l,x>1}
A3l = {l,x>1}
Al4] = {1}
A5l = {1,x>1}
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Beobachtung:
e Die moglichen Werte fiir .4[u] bilden einen vollstindigen

Verband:
D=2"" mit BiC B, gdw. B; 2B,
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Beobachtung:
e Die moglichen Werte fiir A|u] bilden einen vollstindigen

Verband:
D=2"" mit BiC B, gdw. B; 2B,

e Die Funktionen [k]f:D — D sind monoton, d.h.

[K]*(B:) C [k]*(B,) gdw. B, C B,
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Exkurs 2: Vollstandige Verbande

Eine Menge D mit einer Relation C C D x D ist eine partielle
Ordnung falls fiir alle a, b, c € D gilt:

al a Reflexivitiit
aCbANbCa — a=0»b Anti — Symmetrie
aCbANbDCc — alc Transitivitit

Beispiele: a,b,c

1. DD = 215} mit der Relation “C” :
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3. Z mit der Relation “="":

3. Z mit der Relation “<” :

a9

4. 7, = ZU{L} mitder Ordnung:

o
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d € D heifst obere Schranke fur X C D falls

xCd furallex € X
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d € D heifst obere Schranke fur X C D falls

xCd furallex € X

d heifst kleinste obere Schranke (lub) falls
1. d eine obere Schranke ist und

2. d C y fiir jede obere Schranke y fiir X.
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d € D heifst obere Schranke fur X C D falls

xCd furallex € X

d heifst kleinste obere Schranke (lub) falls
1. d eine obere Schranke ist und

2. d C y fiir jede obere Schranke y fiir X.

Achtung:

e {0,2,4,...} C Z besitzt keine obere Schranke!

e {0,2,4} C Z besitzt die oberen Schranken 4, 5,6, ...
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Ein vollstandiger Verband (cl) I ist eine partielle Ordnung, in
der jede Teilmenge X C DD eine kleinste obere Schranke
|| X €D Dbesitzt.

Beachte:

Jeder vollstiandige Verband besitzt

—  ein kleinstes Element 1 =[]0 € Dj
—  ein grofites Element T =||D < D.
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Beispiele:

1. D =2{bd jsteincl  :-)

2. D = Z mit “=" ist keiner.

3. D = Z mit “<” ebenfalls nicht.
4. D = Z, auch nicht :~(

5. Mit einem zusétzlichen Symbol T erhalten wir den flachen
Verband Z, =ZU{Ll,T}

/\
@G © DT
</>
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Es gilt:

Satz:

In jedem vollstandigen Verband [ besitzt jede Teilmenge
X CD eine groBite untere Schranke [ 1X.
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Es gilt:

Satz:

In jedem vollstandigen Verband [ besitzt jede Teilmenge
X C DD eine grofite untere Schranke []X.

Bewelis:

Konstruiere  U={ueD|Vxe X: ul x}.

//  die Menge der unteren Schranken von X :-)
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Es gilt:

Satz:

In jedem vollstandigen Verband [ besitzt jede Teilmenge
X C DD eine grofite untere Schranke []X.

Bewelis:

Konstruiere U={ueD|VxeX: ul x}.

//  die Menge der unteren Schranken von X :-)
Setze: g:=U
Behauptung: ¢=1[1X
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(1) g isteine untere Schranke von X :

Fir xe X gilt
ul xfaralleu ¢ U
——  x ist obere Schranke von U
— gL x -)
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(1) g isteine untere Schranke von X :

Fir xe X gilt
ul xfaralleu ¢ U
——  x ist obere Schranke von U
— gL x -)

(2)  gist grofste untere Schranke von X :

Fiir jede untere Schranke u von X gilt:

ueld
— ulg )

78












Wir suchen Losungen fiir Constraint-Systeme der Form:

xi I fi(xy,...,x) ()
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Wir suchen Losungen fiir Constraint-Systeme der Form:

xi 3 filxy,e..,x) (%)
wobei:
X; Unbekannte hier:  Afu]
D Werte hier: 2Ex"

C C DxD | Ordnungsrelation hier: D
fi: D" — D Bedingung hier:
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Wir suchen Losungen fiir Constraint-Systeme der Form:

xi 3 filxy,e..,x) (%)
wobei:
X; Unbekannte hier:  Afu]
D Werte hier: 2Fr
C C€ DxD | Ordnungsrelation hier: 2
fi: D" — D Bedingung hier:

Constraint fiir A[v] :

Alo] € (kD (Alu]) | k= (4, _,v) Kante}

84



Wir suchen Losungen fiir Constraint-Systeme der Form:

xi 3 filxy,e..,x) (%)
wobei:
X; Unbekannte hier:  Afu]
D Werte hier: 2Fr
C C€ DxD | Ordnungsrelation hier: 2
fi: D" — D Bedingung hier:

Constraint fiir A[v] :

Alo] € (kD (Alu]) | k= (4, _,v) Kante}

Denn:
x ddi Ao Axdde gdw. x I | |{dq,...,di}
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Eine Abbildung f :ID; — D, heifst monoton, falls
f(a) C f(b) furalle aLCb.
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Eine Abbildung f :ID; — D, heifst monoton, falls
f(a) C f(b) faralle aLCb.

Beispiele:

(1) Dy =D, =2Y fiireineMenge Uund fx= (xNa)Ub.

Offensichtlich ist jedes solche f monoton :-)
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Eine Abbildung f :ID; — D, heifst monoton, falls
f(a) C f(b) furalle aLC b.

Beispiele:

(1) Dy =D, =2Y fiireineMenge Uund fx= (xNa)Ub.

Offensichtlich ist jedes solche f monoton :-)

(2) DDy =D, = Z (mit der Ordnung “<”). Dann gilt:

° iIncx =x-+1 ist monoton.

e decx=x—-—1 1ist monoton.
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Eine Abbildung f :ID; — D, heifst monoton, falls
f(a) C f(b) furalle aLC b.

Beispiele:

(1) Dy =D, =2Y fiireineMenge Uund fx= (xNa)Ub.

Offensichtlich ist jedes solche f monoton :-)

(2) Dy =D, = Z (mit der Ordnung “<”). Dann gilt:

° incx =x-+1 1st monoton.
e decx=x—-—1 1ist monoton.

e invx = —x istnicht monoton :-)
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Satz:

Sind f1:Dj —=D;, und f;,:D;, — D3 monoton, dann ist
auch f,of;:D; — D3 monoton :-)
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Satz:

Sind f1:Dj —=D;, und f;,:D;, — D3 monoton, dann ist
auch f,of;:D; — D3 monoton :-)

Satz:

Ist I, ein vollstindiger Verband, dann bildet auch die Menge
[D; — D,] der monotonen Funktionen f:1D; — D, einen
vollstandigen Verband, wobei

fEg gdw. fxC gx furallex e Dy
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Satz:

Sind f;:Dy — D, und f;,:D; — D3 monoton, dann ist
auch f,of;:D; — D3 monoton :-)

Satz:

Ist I, ein vollstindiger Verband, dann bildet auch die Menge
D; — D,] der monotonen Funktionen f:1D; — D, einen
vollstandigen Verband, wobei

fEg gdw. fx LT gx firallex € Dy

Insbesondere ist fiir F C [D; — Dy,

| |[F=f mit fx=||{gx|geF}
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Fiir Funktionen fix =a4;,NxUb; konnen wir die Operationen
“o”,“U” und “M” explizit angeben:

(szfl)x = a1 MNay | MNxU azﬂlﬁsz
(f1|_|f2)x = (alLJaz) NxU b1Ub2
(f1|_|f2)x = (a1Ub1)ﬂ(a2Ub2) NxU blﬂbz

93



Gesucht:

wobeli alle

moglichst kleine Losung fiir:

xi 3 fi(xe,...,x0), i=1,...,n

fi: D" — D monoton sind.
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Gesucht: moglichst kleine Losung fiir:

xi 3 fi(xe,...,x0), i=1,...,n

wobei alle f;: D" — D monoton sind.

Idee:

e Betrachte F:D" — D" mit
F(x1,...,x,) = (y1,...,y,) wobei

95

v, = fi(x1,...,x,).



Gesucht: moglichst kleine Losung fiir:

xi 3 fi(xq,...,x0), i=1,...,n

wobei alle f;: D" — D monoton sind.

Idee:

e Betrachte F:D" — D" mit
F(x1,...,x,) = (y1,...,y,) wobei

e Sindalle f; monoton, dannauch F

96

v, = fi(x1,...,x,).
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Gesucht: moglichst kleine Losung fiir:

xi 3 fi(xq,...,x0), i=1,...,n ()

wobei alle f;: D" — D monoton sind.

Idee:

e Betrachte F:D" — D" mit
F(x1,...,x4) = (y1,...,y,) wobei vy, = fi(x1,...,x,).

e Sindalle f; monoton, dannauch F :-)

e  Wir approximieren sukzessive eine Losung. Wir konstruieren:

1, Fl, F*1, P,

Hoffnung: Wir erreichen irgendwann eine Lésung ... 2?7
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Beispiel:
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Beispiel: D=2t C=C

x; 2 {a}Ux;
X> 2 X3ﬂ{61,b}
X3 2 X1U{C}
Die Iteration:
0] 1 2 3
X1 )
X2 )
X3 )
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Beispiel: D=2t C=C

x; 2 {a}lUxs
X 2 X3 {&Z, b}
X3 2 x1 U {C}
Die Iteration:
0 1 2 3
x1 || 0| {a}
xp || O 0
X3 @ {C}
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Beispiel: D=2t C=C

x; 2 {a}lUxs
X 2 X3 {&Z, b}
X3 2 x1 U {C}
Die Iteration:
0 1 2 3
x1 || 0| {a} | {a,c}
Xo (Z) @ Q)
X3 @ {C} {61, C}
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Beispiel:

Die Iteration:

D — Z{cl,b c}, C=C
x; 2 {a}lUxs
X2 2 X3 M {&Z, b}
X3 o x U {C}

0] 1 2 3
x1 || 0| {a} | {a,c}|{a,c}
Xy [0 0 0 {a}
x3 || 0| {c} | {a,c}|{a,c}
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Beispiel: D=2t C=C

x; 2 {a}lUxs
Xy 2 X3ﬂ{61,b}
X3 2 X1U{C}
Die Iteration:
0| 1 2 3 4
x1 || 0| {a} [{a,c}|{a c} |dito
X ||0| 0 ) {a}
x3 || 0| {c}t | {ac}|{ac}
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Offenbar gilt:

e Gilt Ffl =F'1, isteineLosung gefunden :-)
e |,F1,F?1,... bilden eine aufsteigende Kette :

1l C Fl1l C F1 C

e Sind alle aufsteigenden Ketten endlich, gibtes k immer.
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Offenbar gilt:

e Gilt Ffl =F'1, isteineLosung gefunden :-)
e |,F1,F?1,... bilden eine aufsteigende Kette :

1l C Fl1l C F1 C

e Sind alle aufsteigenden Ketten endlich, gibtes k immer.

Die zweite Aussage folgt mit vollstandiger Induktion:
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Offenbar gilt:

e Gilt Ffl =F'1, isteineLosung gefunden :-)
e |,F1,F?1,... bilden eine aufsteigende Kette :

1l C Fl1l C F1 C

e Sind alle aufsteigenden Ketten endlich, gibtes k immer.

Die zweite Aussage folgt mit vollstandiger Induktion:

Anfang: F° L =1 CF'1 :)
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Offenbar gilt:

e Gilt Ffl =F'1, isteineLosung gefunden :-)
e |,F1,F?1,... bilden eine aufsteigende Kette :

1l C Fl1l C F1 C

e Sind alle aufsteigenden Ketten endlich, gibtes k immer.

Die zweite Aussage folgt mit vollstandiger Induktion:

Anfang: F° L =1 CF'1 :)

Schluss: Gelte bereits F~!1 C F' 1. Dann
Fl=F(F'l)CF(FLl)=F+1

da F monotonist :-)
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Fazit:

Wenn D endlich ist, finden wir mit Sicherheit eine Losung  :-)

Fragen:
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Fazit:

Wenn D endlich ist, finden wir mit Sicherheit eine Losung  :-)

Fragen:

1.  Gibt es eine kleinste Losung ?

109



Fazit:

Wenn D endlich ist, finden wir mit Sicherheit eine Losung  :-)

Fragen:

1.  Gibt es eine kleinste Losung ?

2. Wennja: findet Iteration die kleinste Losung ??
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Fazit:

Wenn D endlich ist, finden wir mit Sicherheit eine Losung  :-)

Fragen:

1.  Gibt es eine kleinste Losung ?
2. Wennja: findet Iteration die kleinste Losung ??

3. Was,wenn [ nichtendlich ist ???
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Satz Knaster — Tarski

In einem vollstandigen Verband ) hatjede monotone Funktion
f:D— D einen kleinsten Fixpunkt d,.

Sei P={deD|fdCd} dieMengeder Prifixpunkte.
Dannist dy=1[]P
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Satz Knaster — Tarski

In einem vollstandigen Verband ) hatjede monotone Funktion
f:D— D einen kleinsten Fixpunkt d,.

Sei P={deD|fdCd} dieMengeder Prifixpunkte.
Dannist dy=1[]P

Beweis:

(1) doEPI
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Satz Knaster — Tarski

In einem vollstandigen Verband ) hatjede monotone Funktion
f:D— D einen kleinsten Fixpunkt d,.

Sei P={deD|fdCd} dieMengeder Prifixpunkte.
Dannist dy=1[]P

Beweis:
(1) dy € P:
fdoC fdCd furalled € P
——  fdy istuntere Schranke von P
—— fdyCdy weildy=[]P
—— dop€P =)
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(2) fdo == do .
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(2) fdy=dp:

fdoCdy wegen (1)

f(fdo) C fdy wegen Monotonie von f
fdoeP

do C fdp und die Behauptung folgt :-)

1]
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(2) fdy=dp:

fdoCdy wegen (1)

f(fdo) C fdy wegen Monotonie von f
fdoeP

do C fdp und die Behauptung folgt :-)

1]

(3) do ist kleinster Fixpunkt:
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(2) fdy=dp:

fdoCdy wegen (1)

f(fdo) C fdy wegen Monotonie von f
fdoeP

do C fdp und die Behauptung folgt :-)

1]

(3) do ist kleinster Fixpunkt:

fdi =d; Cdy weiterer Fixpunkt
— d, e P
— do LT dy -))
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Bemerkung:

Der kleinste Fixpunkt dy, istin P und untere Schranke :-)

—— dj istder kleinste Wert x mit x JJ fx
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Bemerkung:

Der kleinste Fixpunkt dy, istin P und untere Schranke :-)

—— dj istder kleinste Wert x mit x JJ fx

Anwendung:

Sei x; 3 fi(xy,...,x0), i=1,...,n ()

ein Ungleichungssystem, wobei alle  f; : D" — D monoton sind.
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Bemerkung:

Der kleinste Fixpunkt dy, istin P und untere Schranke :-)

—— dj istder kleinste Wert x mit x JJ fx

Anwendung:

Sei x; 3 fi(xy,...,x0), i=1,...,n ()

ein Ungleichungssystem, wobei alle  f; : D" — D monoton sind.

—— kleinste Losung von (¥) == kleinster Fixpunkt von F = :-)
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Beispiel 1: D =2Y, fx=xnaUb
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Beispiel 1: D=2Y fx=xNaUb

FlALpT

0 T

-
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Beispiel 1: D=2Y fx=xNaUb

FlAL[pT
0| 0 T
1| b |auUb
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Beispiel 1: D=2Y fx=xNaUb

flALpT
0| 0 T
1|1 b |aUb
21 b |aUb
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Beispiel 1: D=2Y fx=xNaUb

flALpT
o 0 T
1|1 b |aUb
21 b |aUb

Beispiel 22 D =NuU{oo}
Fiir die Funktion fx=x-+1 ist:
ffl=f0=i C i+1=f""1

127



Beispiel 1: D=2Y fx=xNaUb

flALpT
0| 0 T
1|1 b |aUb
21 b |aUb

Beispiel 22 D =NuU{oo}

Fiir die Funktion fx=x-+1 ist:

ffl=f0=i C i+1=f""1

—— Die normale Iteration erreicht nie einen Fixpunkt

—— Man benétigt manchmal transfinite Iteration

128
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Satz:

Sei f:DD— D monotonund X CD diekleinste Menge mit:

(a) L eX
(b) fdeX falls deX;
(c) ||Xo€e X fiuralle X, C X.

/] diese Menge existiert offenbar :-)
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Satz:

Sei f:DD— D monotonund X CD diekleinste Menge mit:

(a) L eX
(b) fdeX falls deX;
(c) ||Xo€e X fiuralle X, C X.

/] diese Menge existiert offenbar :-)

Dannist dy=[]|X der kleinste Fixpunkt von f.
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Bewelis:

(1) fdoCTdy dh. dy istPrafixpunkt:
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Bewelis:

(1) fdoCTdy dh. dy istPrafixpunkt:

dyp € X wegen (c)
— fdop€ X wegen (b)
—— fdoCEdy )
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Bewelis:

(1) fdoCTdy dh. dy istPrafixpunkt:

dyp € X wegen (c)
— fdop€ X wegen (b)
— fdo E do I-)

(2) dp ist kleinster Prafixpunkt:
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Bewelis:

(1) fdoCTdy dh. dy istPrafixpunkt:

dyp € X wegen (c)
— fdp€ X wegen (b)
—— fdoCEdy )

(2) dp ist kleinster Prafixpunkt:

Sei d; weiterer Prafixpunkt, d.h. fd; C d;.
Dann erfiillt die Menge: X; ={xeD|xCd;}
die Eigenschaften (a), (b) und (c) :-)
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Bewelis:

(1) fdoCTdy dh. dy istPrafixpunkt:

dyp € X wegen (c)
— fdp€ X wegen (b)
— fdo E do I-)

(2) dp ist kleinster Prafixpunkt:
Sei d; weiterer Prafixpunkt, d.h. fd; C d;.
Dann erfiillt die Menge: X; ={xeD|xCd;}
die Eigenschaften (a), (b) und (c) :-)
— X CX
—— d; istobere Schranke von X
— do=UXLCdy =)
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Fazit:

Wir konnen Constraint-Systeme durch Fixpunkt-Iteration 16sen,
d.h. durch wiederholtes Einsetzen :-)
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Fazit:

Wir konnen Constraint-Systeme durch Fixpunkt-Iteration 16sen,
d.h. durch wiederholtes Einsetzen :-)

AChtung: Naive Fixpunkt-Iteration ist ziemlich ineffizient :-(
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Fazit:

Wir konnen Constraint-Systeme durch Fixpunkt-Iteration 16sen,
d.h. durch wiederholtes Einsetzen :-)

Achtung: Naive Fixpunkt-Iteration ist ziemlich ineffizient :~(

Beispiel:

91 == W N — O
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Fazit:

Wir konnen Constraint-Systeme durch Fixpunkt-Iteration 16sen,
d.h. durch wiederholtes Einsetzen :-)

Achtung: Naive Fixpunkt-Iteration ist ziemlich ineffizient :~(

Beispiel:

1
0
{l,x>1,x—1}
Expr
{1,x>1,x—1}
{1)
Expr

91 == W N — O
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Fazit:

Wir konnen Constraint-Systeme durch Fixpunkt-Iteration 16sen,
d.h. durch wiederholtes Einsetzen :-)

Achtung: Naive Fixpunkt-Iteration ist ziemlich ineffizient :~(

Beispiel:
1 2
0 0 0
1| {l,x>1,x—-1} {1}
2 Expr {L,x>1,x—1}
31 {L,x>1,x—1} | {L,x>1,x—1}
4 ) 1
5 Expr {L,x>1,x—1}
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Fazit:

Wir konnen Constraint-Systeme durch Fixpunkt-Iteration 16sen,
d.h. durch wiederholtes Einsetzen :-)

Achtung: Naive Fixpunkt-Iteration ist ziemlich ineffizient :~(

Beispiel:
1 2 3
0 0 0 0
1 {l,x>1,x—1} {1} {1}
2 Expr {1,x>1,x—1} {1,x>1}
3| {Lx>1Lx—1} | {LLx>1,x—1} | {l,x>1,x—1}
4 [} ) )
5 Expr {L,x>1,x—1} {1,x>1}
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Fazit:

Wir konnen Constraint-Systeme durch Fixpunkt-Iteration 16sen,

d.h. durch wiederholtes Einsetzen

-)

Achtung: Naive Fixpunkt-Iteration ist ziemlich ineffizient

Beispiel:

~

1 2 3 4
0 0 0 0 0
1| {l,x>1,x—-1} {1} {1} {1}
2 Expr {1,x>1,x—1} {1,x>1} {1,x > 1}
3| {L,x>1,x—1} | {L,x>1,x—1} | {Lx>1,x—1} | {1,x>1}
1 n (1) (1) n
5 Expr {L,x>1,x—1} {1,x>1} {1,x > 1}
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Fazit:

Wir konnen Constraint-Systeme durch Fixpunkt-Iteration 16sen,

d.h. durch wiederholtes Einsetzen

Beispiel:

)
Achtung: Naive Fixpunkt-Iteration ist ziemlich ineffizient :~(
1 2 3 4 5
0 0 0 0 0
1| {Lx>1,0-1) {1} {1} {1}
2 Expr {1,x>1,x—1} {1,x>1} {1,x > 1}
3 {L,x>1,x—1} | {LLx>1,x—1} | {l,x>1,x—1} | {l,x>1} | dito
4 {1} {1} {1} {1}
5 Expr {L,x>1,x—1} {1,x>1} {1,x > 1}
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Idee: Round Robin Iteration

Benutze bei der Iteration nicht die Werte der letzten Iteration,
sondern die jeweils aktuellen :-)
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Idee: Round Robin Iteration

Benutze bei der Iteration nicht die Werte der letzten Iteration,
sondern die jeweils aktuellen :-)

Beispiel:

g1 = W N = O
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Idee: Round Robin Iteration

Benutze bei der Iteration nicht die Werte der letzten Iteration,
sondern die jeweils aktuellen :-)

Beispiel:

{1}
{1,x > 1}
{1,x > 1}

[

{1,x > 1}

g1 = W N = O
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Idee: Round Robin Iteration

Benutze bei der Iteration nicht die Werte der letzten Iteration,
sondern die jeweils aktuellen :-)

Beispiel:
1 2
0 0
L {1}
2| {1,x>1}
31 {1,x>1} | dito
41 {1
51 {1,x>1}
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Der Code fiir Round Robin Iteration sieht in Java so aus:

for(i=1i <mi++)x = L;
do {
finished = true;
for (i =1;i <m;i++){
new = fi(x1,...,x,);
if (1(x; 2 new)) {
finished = false;
X, = Xx; L new;

J
} while (!finished);
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Zur Korrektheit:

Sei ygd) die i-te Komponente von F? L.

Sei @

; der Wert von x; nach der i-ten RR-Iteration.
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Zur Korrektheit:

Sei ygd) die i-te Komponente von F? L.
Sei xfd) der Wert von x; nach der i-ten RR-Iteration.
Man zeigt:

O g’ Ex? )
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Zur Korrektheit:

Sei ygd) die i-te Komponente von F? L.
Sei xfd) der Wert von x; nach der i-ten RR-Iteration.
Man zeigt:

O g’ Ex? )

(2) xl@ C z; furjede Losung (z1,...,2,) :-)
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Zur Korrektheit:

Sei ygd) die i-te Komponente von F? L.
Sei xfd) der Wert von x; nach der i-ten RR-Iteration.
Man zeigt:

M "X )
(2) xfd) C z; furjede Losung (z1,...,2,) :-)

(3) Terminiert RR-Iteration nach d Runden, ist

(xgd), e, xﬁfl)) eine Losung :-))
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Achtung:

Die Effizienz von RR-Iteration hdngt von der Anordnung der
Variablen ab !!!
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Achtung:

Die Effizienz von RR-Iteration hdngt von der Anordnung der
Variablen ab !!!

Giinstig:
— uvoro, falls u—*uv;

—  Eintrittsbedingung vor Schleifen-Rumpf :-)
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Achtung:

Die Effizienz von RR-Iteration hdngt von der Anordnung der
Variablen ab !!!

Giinstig:
— uvoro, falls u—*uv;

—  Eintrittsbedingung vor Schleifen-Rumpf :-)

Ungiinstig:
z.B. post-order DFS auf dem CFG, startend von  start :-)
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Ungtinstig:

Glinstig:
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Ungtinstige Round Robin Iteration:

QO = W N = O
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Ungtinstige Round Robin Iteration:

1

Expr
{1}
{1, x—1,x>1}
Expr
{1}
0

QO = W N = O
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Ungtinstige Round Robin Iteration:

1 2
0 Expr {1, x> 1}
1 {1 1
2 | {L,x—1,x>1} | {L,x—1,x>1}
3 Expr {1,x>1}
4 {1 1
5 0 0
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Ungtinstige Round Robin Iteration:

1 2 3
0 Expr {1, x> 1} {1,x>1}
1 {1} {1} {1}
2 [ {L,x—1Lx>1} | {L,x—1,x>1} | {1, x> 1}
3 Expr {1,x>1} {1,x > 1}
4 {1} {1} {1}
5 0 0 0
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—

Ungitinstige Round Robin Iteration:

1 2 3 4
0 Expr {1, x> 1} {1,x > 1}
i {1 1 {1
2 | {L,x—1,x>1} | {l,x—1,x>1} | {l,x>1} | dito
3 Expr {1,x>1} {1,x > 1}
4 {1 1 {1
5 0 0 0
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deutlich weniger effizient

)




... Ende des Exkurses: Vollstdandige Verbande
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... Ende des Exkurses: Vollstdandige Verbande

Letzte Frage:

Wieso hilft uns eine (oder die kleinste) Losung des
Constraint-Systems weiter 7?7
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... Ende des Exkurses: Vollstdandige Verbande

Letzte Frage:

Wieso hilft uns eine (oder die kleinste) Losung des
Constraint-Systems weiter 7?7

Betrachte fiir einen vollstdindigen Verband [ Systeme:

T(start] 3 d,
T[] 3 [k]*(Z[u]) k= (u,_,v) Kante

wobei dyp €D undalle [k]:D — D monotonsind ...
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... Ende des Exkurses: Vollstdandige Verbande

Letzte Frage:

Wieso hilft uns eine (oder die kleinste) Losung des
Constraint-Systems weiter 7?7

Betrachte fiir einen vollstdindigen Verband [ Systeme:

T(start] 3 d,
T[] 3 [k]*(Z[u]) k= (u,_,v) Kante

wobei dyp €D undalle [k]:D — D monotonsind ...

— monotoner Analyse-Rahmen
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Gesucht: ~ MOP (Merge Over all Paths)

I*[v) = | {l=l*do | 7 : start —* v}
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Gesucht: ~ MOP (Merge Over all Paths)

I*[v) = | {l=l*do | 7 : start —* v}

Theorem Kam, Ullman 1975

Sei 7 die kleinste Losung des Constraint-Systems. Dann gilt:

Zlv] d I*|v] firjedes v

167



Jetfrey D. Ullman, Stanford
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Gesucht: ~ MOP (Merge Over all Paths)

I*[v) = | {l=l*do | 7 : start —* v}

Theorem Kam, Ullman 1975

Sei 7 die kleinste Losung des Constraint-Systems. Dann gilt:
Zlv] d I*|v] firjedes v

Insbesondere: Z[v] 3 [x]*d, fiirjedes 71 : start —* v
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Beweis:  Induktion nach der Linge von 7.
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Beweis:  Induktion nach der Linge von 7.

Anfang: 7 =€ (leerer Pfad)
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Beweis: Induktion nach der Lange von 7.

Anfang: 7 =€ (leerer Pfad)

Dann gilt:
[7]*do = [e]fdy = dy = T|start]
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Beweis: Induktion nach der Lange von 7.

Anfang: 7 =€ (leerer Pfad)

Dann gilt:
[7]*do = [e]fdy = dy = T|start]

Schluss: m=7n'k fir k= (u, ,v) Kante.
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Beweis:  Induktion nach der Linge von 7.

Anfang: m =¢€ (leerer Pfad)

Dann gilt:
[7]*do = [e]fdo = dy = T|start]

Schluss: m=n'k fir k= (u, ,v) Kante.

Dann gilt:
[7']*dy T Z[ul wegen LH. fiir 7
— [a]fdy = [kJ*([7']*do)
C [k (Z[u]) da [k]* monoton
C |7 da Z Losung :-))
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Enttauschung:

Liefern Losungen des Constraint-Systems nur obere Schranken 77?7
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Enttauschung:

Liefern Losungen des Constraint-Systems nur obere Schranken 77?7

Antwort:

Im allgemeinen:ja :-(
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Enttauschung:

Liefern Losungen des Constraint-Systems nur obere Schranken 77?7

Antwort:

Im allgemeinen:ja :-(

Es sei denn, alle Funktionen [k[]* sind distributiv ... :-)

177



Die Funktion f:[; — D, heifst

e distributiv, falls f (| JX)=|{fx|x € X} firalle
D#XCD;

o strikt falls f 1 = 1.

e total distributiv, falls f distributiv und strikt ist.
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Die Funktion f:[; — D, heifst

e distributiv, falls f (| JX)=|{fx|x € X} firalle
D#XCD;

o strikt falls f 1 = 1.
e total distributiv, falls f distributiv und strikt ist.

Beispiele:

e fx=xNaUb fir abCU.

179



Die Funktion f:[; — D, heifst

e distributiv, falls f (| JX)=|{fx|x € X} firalle
D#XCD;

o strikt falls f 1 = 1.
e total distributiv, falls f distributiv und strikt ist.

Beispiele:

e fx=xNaUb fir abCU.
Striktheit: f(=an@uUb=b = ( sofern b=10
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Die Funktion f:[; — D, heifst

e distributiv, falls f (| JX)=|{fx|x € X} firalle
D#XCD;

o strikt falls f 1 = 1.
e total distributiv, falls f distributiv und strikt ist.

Beispiele:

e fx=xNaUb fir abCU.

Striktheit: f0=an@uUb=b = ( sofern b=0
Distributivitit:
f(x1Uxy) = an(xyUxy)Ub

= aNxiUanNx,Ub
= fxiUfx -)
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[ ]Dlz]Dz:NU{OO}, incx =x+1
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[ ]Dlz]Dz:NU{OO}, incx =x+1
Striktheit: f 1 =inc0=1 # L1 :(
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[ ]Dlz]Dz:NU{OO}, incx =x+1

Striktheit: f 1 =inc0=1 # L1 :(
Distributivitit: f (/X)) = [H{x+1|xe X} fuar
D£X =)
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]Dlz]Dz:NU{OO}, incx =x+1

Striktheit: f 1 =inc0=1 # L1 :(
Distributivitit: f(UX) = | H{x+1]|xe X} fir
D£X =)

]Dl — (NU{OO})Z, ]Dz :NU{OO}, f(xl,X2> = X1+ Xo
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e Dy =D,=NU{oo}, incx=x+1

Striktheit: f 1 =inc0=1 # L1 :(
Distributivitit: f(/X) = | H{x+1]|xe X} fur
D#£X )

e D;=(NU{o0})?, D =NU{oo}, f(x1,x2)=x1+x:
Striktheit: f1 =0+0 = 0 -)
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]Dlz]Dz:NU{OO}, incx =x+1

Striktheit: f 1 =inc0=1 # L1 :(
Distributivitit: f(/X) = | H{x+1]|xe X} fur
D#£X )

D = (NU{c0})?, Dy =NU{oo}, fl(x,x)=2x1+2x:

Striktheit: f1 =0+0 = 0 :-)
Distributivitit:
f((1,4)u41) = f(44) = 8
£5 = fLHUFET) )
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Bemerkung:

Ist f:D; — D, distributiv, dann auch monoton :-)

188



Bemerkung:

Ist f:D; — D, distributiv, dann auch monoton :-)

Offenbar gilt: aC b gdw. alb=0.
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Bemerkung:

Ist f:D; — D, distributiv, dann auch monoton :-)

Offenbar gilt: aC b gdw. alb=0.
Daraus folgt:

f(aub)
fFalfb

—— fa C fb -)

fb
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Annahme: alle v sindvon start erreichbar.
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Annahme: alle v sindvon start erreichbar.
Dann gilt:

Theorem Kildall 1972

Sind alle Kanten-Effekte [k[]* distributiv, dann ist:
T*lv] =T[v] furalle ©v.
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Gary A. Kildall (1942-1994).

Hat spéter am Betriebssystem CP/M und
an GUIs fiir PCs gearbeitet.
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Annahme: alle v sindvon start erreichbar.
Dann gilt:

Theorem Kildall 1972

Sind alle Kanten-Effekte [k[]* distributiv, dann ist:
T*lv] =T[v] furalle ©v.
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Annahme: alle v sindvon start erreichbar.
Dann gilt:

Theorem Kildall 1972

Sind alle Kanten-Effekte [k[]* distributiv, dann ist:
T*lv] =T[v] furalle ©v.

Bewelis:

Offenbar gentigt es zu zeigen, dass ZI* eine Losungist :-)
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Wir zeigen, dass Z* alle Ungleichungen erfiillt :-))
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Wir zeigen, dass Z* alle Ungleichungen erfiillt :-))

(1) Fuar start zeigen wir:
| |[{[=]*do | 7 : start —* start}

[e]* do
d() I-)

T*start]

|
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Wir zeigen, dass Z* alle Ungleichungen erfiillt :-))

(1) Fuar start zeigen wir:
| |[{[=]*do | 7 : start —* start}

[e]* do
d() I-)

T*start]

|

(2) Furjedes k= (u, ,v) zeigen wir:

T*[0] | {[7]Fdo | 7 : start —* v}
{I7k]*dy | 7' : start —* u}

K] ([P dy) | 7 2 start —* u}

[k]F (U{[~']* do | " = start —* u})

[K]# (Z* [u])

1L

da {7z’ |« :start —* u} nicht-leer ist

198
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Achtung:

e Auf die Erreichbarkeit aller Programm-Punkt konnen wir
nicht verzichten. Betrachte:

7 .
\@ @Eﬁ@ wobei D =NU{oo}
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Achtung:

e Auf die Erreichbarkeit aller Programm-Punkt konnen wir
nicht verzichten. Betrachte:

7 .
\@ @Eﬁ@ wobei D =NU{oo}

Dann ist:

12 = incO0 = 1
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Achtung:

e Auf die Erreichbarkeit aller Programm-Punkt konnen wir
nicht verzichten. Betrachte:

\é @Eﬁ@ wobei D =NU{oo}
Dann ist:
12 = incO0 = 1
2] = uo

|
o

e Unerreichbare Programmpunkte kdnnen wir aber stets
wegwerfen =)
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Zusammentassung und Anwendung:

—  Die Kanteneffekte der Analyse zur Verfiigbarkeit von
Ausdriicken sind distributiv:

(aU(x1Nx))\b = ((aUxy)N(aUxy))\b

= ((aUx1)\b) N ((aUx2)\b)
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Zusammentassung und Anwendung:

—  Die Kanteneffekte der Analyse zur Verfiigbarkeit von
Ausdriicken sind distributiv:

(aU(x1Nx))\b = ((aUxy)N(aUxy))\b
= ((@Ux1)\b) N ((aUx2)\b)

—  Sind alle Kanteneffekte distributiv, lasst sich der MOP

mithilfe des Constraint-Systems und RR-Iteration
ausrechnen :-)
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Zusammentassung und Anwendung:

—  Die Kanteneffekte der Analyse zur Verfiigbarkeit von
Ausdriicken sind distributiv:

(aU(x1Nx))\b = ((aUxy)N(aUxy))\b
= ((@aUx1)\b) N ((aUx2)\b)

—  Sind alle Kanteneffekte distributiv, lasst sich der MOP
mithilfe des Constraint-Systems und RR-Iteration
ausrechnen :-)

—  Sind nicht alle Kanteneffekte distributiv, ldasst sich eine
sichere obere Schranke fiir den MOP mithilfe des
Constraint-Systems und RR-Iteration berechnen :-)
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1.2 Beseitigung iiberfliissiger Zuweisungen
Beispiel:

1: X=Y+2
2: y =5;
X =1y+3;

Der Wert von x an den Programmpunkten 1,2 wird
uberschrieben, bevor er benutzt werden kann.

Die Variable x nennen wir deshalb an diesen
Programmpunkten tot :-)
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Beachte:

—  Zuweisungen an tote Variablen konnen wir uns schenken
)

—  Solche Ineffizienzen kénnen u.a. durch andere
Transformationen hervorgerufen werden.

Formale Definition:

Die Variable x heifst lebendigan u entlang des Pfads 7,
fallssich 7 zerlegenldsstin 7 = m mkm; so dass gilt:

e 7 erreicht u;
e k isteine Benutzung von x;

e m enthilt keine Uberschreibung von .

206



O—@—"———+0+~0—0

Die Menge der an einer Kante

k= (_1lab,_) benutzten bzw.

tiberschriebenen Variablen ist dabei gegeben durch:

lab benutzt | tiberschrieben
; 0 0

Pos (e) Vars (e) )

Neg (e) Vars (e) )

R =c¢; Vars (e) {R}

Ry = M[R:J; | {Ro} {R}
M[R,] = Ry; | {Ry, Ry} 0
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Eine Variable x ,dienichtlebendigan u entlang 7 ist,
heist tot an u entlang 7.

Beispiel:

xX=y+2, y=95 x=y+3
o—0——0

Wir bemerken:

lebendig | tot

0 {v} {x}
1 0 {x, v}
21 A{v} {x}
3 0 {x, v}
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Die Variable x istlebendigan wu falls x lebendig istan
u entlang irgend eines Pfads. Andernfallsist x totan u.
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Die Variable x istlebendigan wu falls x lebendig istan
u entlang irgend eines Pfads. Andernfallsist x totan u.

Frage:

Wie berechnet man fiir jedes u die Menge der dort
lebendigen/toten Variablen 7?7
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Die Variable x istlebendigan wu falls x lebendig istan
u entlang irgend eines Pfads. Andernfallsist x totan u.

Frage:

Wie berechnet man fiir jedes u die Menge der dort
lebendigen/toten Variablen 7?7

Idee:

Definiere fiir jede Kante k = (1, _,v) eine Funktion [k]*, die
die Menge deran v lebendigen Variablen in die Menge der an
u lebendigen Variablen transformiert ...
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Sei L =2"",

Fir k= (_lab,_) definieren wir [k]* = [lab]* durch:

LI L
[Pos(e)]* L
[x = ¢]FL

L
[Neg(e)]PL = LU Vars(e)

= (L\{x}) U Vars(e)
[Ri = M[R[JFL =
[M[Ri] = RJFL =

(L\TR1 1) U {Ro}
LU{R,,R>}
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Sei L =2"",
Fir k= (_lab,_) definieren wir [k]* = [lab]* durch:

1P L = L

[Pos(e)]*L = [Neg(e)]*L = LU Vars(e)
[x = ¢]*L = (L\{x})U Vars(e)

[Ri = M[R:;]PL = (L\{R:}) U{R:}

[M[R,] = Rz;]]ﬁL = LU{R{, Ry}

[k]* konnen wir wieder zu Effekten [7]* ganzer Pfade
m=1ky...k, fortsetzen durch:

[7]* = [ki]*o... 0 [k]*
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Wir vergewissern uns, dass diese Definitionen verniinftig sind :-)

x=y+2; x=vy+2;, Mly| =x;

©

y=>5
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Wir vergewissern uns, dass diese Definitionen verniinftig sind :-)

x=y+2; x=vy+2;, Mly| =x;

©

y=>5
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Wir vergewissern uns, dass diese Definitionen verniinftig sind :-)

x=y+2; x=vy+2;, Mly| =x;

©

y=>5
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Wir vergewissern uns, dass diese Definitionen verniinftig sind :-)

x=y+2; x=vy+2;, Mly| =x;

©

{y} {x, v} 0

y=>5
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Wir vergewissern uns, dass diese Definitionen verniinftig sind :-)

x=y+2; x=vy+2;, Mly| =x;

©

0 {y} {x, v} 0

y=>5
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Wir vergewissern uns, dass diese Definitionen verniinftig sind :-)

x=y+2; x=vy+2;, Mly| =x;

©

{y} 0 {y} {x, v} 0

y=>5
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Die Menge der an u lebendigen Variablen ist dann:

Cu] = | J{[A]*0| 72 u—* stop}

... In Worten:

e DiePfadestartenin u :-)

e x istlebendig, wenn es nur entlang irgend eines Pfads
lebendig ist :-)

—— Als Halbordnung fiir L benttigenwir [ = C.

e Am Programmende ist keine Variable mehr lebendig :-)
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Transformation 3:
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Zur Korrektheit zeigt man:

—  Korrektheit der Kanten-Effekte: Falls L die Menge der
legendigen Variablen am Ende eines Pfads 7 sind, dann

ist [7]*L die Menge der am Anfang lebendigen
Variablen :-)

—  Korrektheit der Transformation auf einem Pfad: Wird auf
den Wert einer Variable zugegritfen, ist diese stets lebendig.
Der Wert toter Variablen ist darum egal :-)

—  Korrektheit der Transformation: Bei Ausfithrung des
transformierten Programms haben bei jedem Besuch eines
Programmpunkts die lebendigen Variablen den gleichen

Wert :-))
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Berechnung der Mengen L*[u] :

(1) Aufstellen des Constraint-Systems:

0
K]t (C[o]) k= (u, ,0) Kante

L [stop]

)
L|u] D

(2) Losen des Constraint-Systems mittels RR-Iteration.

Da L endlich ist, terminiert die Iteration :-)

(3) Die kleinste Losung £ des Constraint-Systems ist gleich
L* daalle [k]* distributivsind :-))
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Berechnung der Mengen L*[u] :

(1) Aufstellen des Constraint-Systems:

K]t (C[o]) k= (u, ,0) Kante

(2) Losen des Constraint-Systems mittels RR-Iteration.

Da L endlich ist, terminiert die Iteration :-)

(3) Die kleinste Losung £ des Constraint-Systems ist gleich
L* daalle [k]* distributivsind :-))

Achtung: Die Information wird riickwérts propagiert !!!
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Beispiel:

S OO LL G L

225

N oy O e W N = O

o ouoivoigoig v g J

(L[N} UAT
RN,

L
(

(

o O

(L

L
L
0

2
7

6]
4]
5]

]
]

UL U (L8] U{x})
\y ) ULy, v
\h) U {x}

U{y, R}



Beispiel:

{x,y, R} | dito

S = W = O N O
—~
&
NS
Ze
——
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Bei keiner Zuweisung ist die linke Variable tot :-)

Achtung:

Beseitigung von Zuweisungen an tote Variablen kann weitere
Variablen toten:

x=y+1;
(2

z = 2% X;
(3

MIR] = y;
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Bei keiner Zuweisung ist die linke Variable tot :-)

Achtung:

Beseitigung von Zuweisungen an tote Variablen kann weitere
Variablen toten:

x=y+1

z = 2% X;

(3 yR

M[R| = y;

@ 0
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Bei keiner Zuweisung ist die linke Variable tot :-)

Achtung:

Beseitigung von Zuweisungen an tote Variablen kann weitere
Variablen toten:

x=y+1

e X, Y, R

z = 2% X;

(3 yR

M[R| = y;

@ 0
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Bei keiner Zuweisung ist die linke Variable tot :-)

Achtung:

Beseitigung von Zuweisungen an tote Variablen kann weitere
Variablen toten:

(D yR

x=y+1

e X, Y, R

z = 2% X;

(3 yR

M[R| = y;

@ 0
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Bei keiner Zuweisung ist die linke Variable tot :-)

Achtung:

Beseitigung von Zuweisungen an tote Variablen kann weitere
Variablen toten:
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Bei keiner Zuweisung ist die linke Variable tot :-)

Achtung:

Beseitigung von Zuweisungen an tote Variablen kann weitere
Variablen toten:

(D yR (D R
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Bei keiner Zuweisung ist die linke Variable tot :-)

Achtung:

Beseitigung von Zuweisungen an tote Variablen kann weitere
Variablen toten:

(D yR (D R
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Das Programm mehrmals zu analysieren, ist hdsslich :-(

Idee:  Analysiere echte Lebendigkeit!
x heifst echt lebendig an u entlang eines Pfads 7, falls sich
7m zerlegen lasstin 7 = m mkms so dass gilt:

e 7 erreicht u;
o k isteine echte Benutzung von x;

e m enthilt keine Uberschreibung von .

234



O—@—"———+0=0—0O

Die Menge der an einer Kante k = (_,/ab,v) echt benutzten
Variablen ist gegeben durch:

lab echt benutzt

; 0

Pos (e) Vars (e)

Neg (e) Vars (e)

X =e; Vars (e) (%)
¥ = MR} (R} (%)
MR, = Ry; (R, R>}

(*) —sofern x an v echtlebendigist :-)
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Beispiel:

(D
x=y+1
(2
z = 2%X;
(3
M[R] =y;

() 0
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Beispiel:
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Beispiel:
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Beispiel:
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Beispiel:
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Die Kanten-Effekte:

[P L = L
[Pos(e)]*L = [Neg(e)]*L = LU Vars(e)
[x = ¢]*L = (L\{x}H U Vars(e)

[Ri = MIR[;[FL = (L\{R;}) U {R2}
[M[R,] = Ry, L = LU{R;, Ry}

241



Die Kanten-Effekte:

LI L = L
[Pos(e)]*L = [Neg(e)]*L = LU Vars(e)
[x = ¢]*L = (L\{x})U (x € L)? Vars(e

: ()
[Ri = M[R,[;]* L (L\{R:})U (R; € L)?2{R>}: 0
IM[R:] = Ry;JtL = LU{R,, Ry}
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Beachte:

o Die Kanten-Effekte fiir echt lebendige Variablen sind
komplizierter als fiir lebendige Variablen :-)

e Sie sind aber immer noch distributiv !!
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Beachte:

o Die Kanten-Effekte fiir echt lebendige Variablen sind
komplizierter als fiir lebendige Variablen :-)

e Sie sind aber immer noch distributiv !!

Dazu betrachten wir fir D=2Y, fy=(uey)?b: (
Wir tiberpriifen:

f(riUy) = (ue€yUyy)?b: ()
(u€y1Vu€y2)?b: 0

(uey)?b: DU(uey)?b: 0
= fynUfy
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Beachte:

o Die Kanten-Effekte fiir echt lebendige Variablen sind
komplizierter als fiir lebendige Variablen :-)

e Sie sind aber immer noch distributiv !!

Dazu betrachten wir fir D=2Y, fy=(uey)?b: (
Wir tiberpriifen:

f(riUy) = (ue€yUyy)?b: ()
(u€y1Vu€y2)?b: 0

(uey)?b: DU(uey)?b: 0
= fynUfy

—— Constraint-System liefert MOP  :-))
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e Echte Lebendigkeit findet mehr tiberfliissige Zuweisungen
als wiederholte Lebendigkeit !!!

x=x—1;
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e Echte Lebendigkeit findet mehr tiberfliissige Zuweisungen
als wiederholte Lebendigkeit !!!

Lebendigkeit:

[x) x=x—1;
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e Echte Lebendigkeit findet mehr tiberfliissige Zuweisungen
als wiederholte Lebendigkeit !!!

Echte Lebendigkeit:
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1.3 Beseitigung iiberfliissiger Umspeicherungen

Beispiel:
©
T=x+1,
@
y=1;
®
MIR] = y;

®

Offenbar ist die Umspeicherung nutzlos :-(
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1.3 Beseitigung iiberfliissiger Umspeicherungen

Beispiel:
@O
T=x+1,
(2
y="1
3
M[R] = y;

®

Offenbar ist die Umspeicherung nutzlos :-(

Statt y konnten wirauch 7T abspeichern :-)
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1.3 Beseitigung iiberfliissiger Umspeicherungen

Beispiel:
© o
T=x+1; T=x+1;
@ @
y=T7T; ‘ y =T,
® ®
MIR] =y; MR} =T;

@ @

Offenbar ist die Umspeicherung nutzlos :-(

Statt y konnten wirauch 7T abspeichern :-)
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1.3 Beseitigung iiberfliissiger Umspeicherungen

Beispiel:
© o
T=x+1; T=x+1;
@ @
y=T,; —) y=T
® ®
M[R] = y; M[R] =T
©; ©;

Vorteil: Jetztist y tot :-))
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1.3 Beseitigung iiberfliissiger Umspeicherungen

Beispiel:
o o %
T=x+1, T=x+4+1; T=x+1;
2 2 O
y=T7T; ‘ y=17; ‘ ;
® ® ©
MIR] = y; M[R] =T M[R] =T;
© © @

Vorteil: Jetztist y tot :-))
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Idee:

Fiir jeden Ausdruck merken wir uns die Variablen, die
gegenwadrtig seinen Wert enthalten :-)

Wir benutzen: V = Expr — 2"
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Idee:

Fiir jeden Ausdruck merken wir uns die Variablen, die
gegenwadrtig seinen Wert enthalten :-)

Wir benutzen: V = Expr — 2""%  und definieren:

[PV
[Pos(e)]* V

[x =¢]tVe

[x =yt Ve

[x = M[R|;[* Ve
[M[R,] = Ry;JFV

vV

[Neg(e)]fV = V

[ {x} falls ¢ = ¢
| (Ve)\{x} sonst

<( (Ve)U{x} falls yeVe
| (Ve)\{r} sonst
(Ve)\{x}

vV
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Im Beispiel:

0 (L
T=x+1;
{x+1—{T}} (2
y=T
{x+1—{y, T}} (3
M[R] =y

x+1= {111} (@)
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Im Beispiel:

0 (L
T=x+1;
{x+1—{T}} (2
y=1;
{x+1—{y, T}} (3
M[R] =y;

x+1= {111} (@)

—  Wir propagieren die Information vorwirts :-)
An start haben wir Vye = () fiir alle ¢

—  [CE C V¥V xV definieren wir durch:

ViV, gdw. Vie DO Vje fur alle
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Beobachtung:
Die neuen Kanten-Effekte sind distributiv:

Dazu zeigen wir, dass die folgenden Funktionen distributiv sind:

1) five=(Ve)\{x}

2) LV=Ve{e—{r}}

B) faVe=(yeVe)?(VeU{x}):((Ve)\{x})
Offenbar gilt:

[x = ] = hofi
[x = yi]f = /5
[x=M[R[]F = fi

Distributivitat ist unter Komposition abgeschlossen. Damit folgt
die Behauptung :-))
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(1) Far fVe= (Ve)\{x} gilt

f(VaiuVa)e (ViU Va)e)\{x}

= ((Vie)n(Vae))\{x}

= ((Vie)\{x}) N((Vae)\{x})
(fVie)n(f Vae)

(f

VildfWy)e )
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2) Far fV=V&{e—a} gilt

f(V1|_|V2) e = ((V1|_|Vz)@{e|—>a})e’
= (ViuVp)¢
— (f Vi |—|fV2) e’ sofern ¢ # ¢

f(V1|_|V2)€ = ((V1|_|V2)@{€l—>ﬁl})€

(Vi@ {erap)e)n((Va®{e—aj)e)

=
(f V1 |_|fV2) e I-)
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3) Fur fVe=(yeVe)?(VeU{x}):((Ve)\{x}) gilt

f(V1|_|V2)€ =

(ViuVy)e)\{xHU(ye(ViuVy)e)?{x}:0
VieNnVye)\{x}H)U(ye(VienVye))?2{x}:0

/N /N

yeVie)?2{x}:0)nNn((y €Vye)?2{x}:0)
Vie\{x})U(y €Vie)?2{x}:0) N
V2e)\{x}) U (y €Vae)?{x}:0)
fVilfVye :-)
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Wir schliefsen:

l

l

Fiar

falls

Losen des Constraint-Systems liefert die MOP-Losung  :-)
Sei )V diese Losung.

Gilt x e Vu]e,enthdlt ¥ an u denWertvon ¢—
welchen wirin 7, abgespeichert haben

—

der Zugriff aut x kann durch Zugritf auf 71, ersetzt
werden :-)

VeV sei V- die Variablen-Substitution mit:

B { T. fallsx € Ve
V- x =

X sonst

VenVe =0 fir e#¢ .Andernfalls: V- x=x :-)
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Transformation 4:

o= V|u|"
Pos (¢) —> Pos (o(e))

... analog fiir Kanten mit Neg (¢)

o= Vu|”
X = ¢; ﬁ x = o(e);
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Transformation 4 (Forts.):

o= Vu|"
ix = M[R];, — x = M[o(R)];
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Vorgehen insgesamt:

(1)  Verfiigbarkeit von Ausdriicken: T1 + T2

+  verringert arithmetische Operationen

—  fugt Uberfliissige Umspeicherungen ein

(2)  Werte von Variablen: T4

+  erzeugt tote Variablen

(3)  (wahre) Lebendigkeit von Variablen: T3

+  beseitigt Zuweisungen an tote Variablen
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Beispiel:

A1 =A+7;
B1 = M[A4];
By = B —1;
Ay =A+7;
M[A;] = By;

a[ 7] --;

T1

T =A+4+7;
Ay =Ty;
By = M[A4];
T, = By — 1;
By, =1y;
T =A+4+7;
Ay =Ty;
M[A;] = By;
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Beispiel:

a[ 7]--;
A1 =A+7;
B1 = M[A4]; 1
B, = By — 1;
Ay =A+7;
M[A;] = By;

T =A+4+7;
Ay =Tx;
B1 = M[A4];
Th =B —1;
By, =1y;
T =A+4+7;
Ay =Ty;
MI[A;]| = By;

267

12

Th=A+7
Ay =Tx;
B1 = M[A4];
T, = B; — 1;
By =Tp;
Ay =Ty;
M[A;] = By;



Beispiel (Forts.):

Ty =A+4+7;
Ay =Tx;
B1 = M[A4];
T, = By — 1;
B, = Tp;
Ay =Ty;
M[A;] = By;

T4

a[ 7] --;

T =A+4+7;
Ay =Tx;
B1 = M[T1];
T, = By — 1;
By = Tp;
Ay = Tx;
M[T1] = Ty;
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Beispiel (Forts.):

Ty =A+4+7;
Ay =Tx;
B1 = M[A4];
T, = By — 1;
B, = Tp;
Ay =Ty;
M[A;] = By;

T4

a[ 7] --;

T =A+4+7;
Ay =T7;
B1 = M[T1];
T, = By — 1;
By = Tp;
Ay =Ty;
M[T1] = Ty;

269

T3

T1 = A—|—7,
By = M[Th];
T2 — Bl — 1;
M[Tl] = Tz;



1.4 Konstanten-Propagation

Idee:;

Fiihre moglichst grofse Teile des Codes bereits zur Compilezeit aus!

Beispiel:

x=7; Neg (x > 0)
if (x> 0)
M|A] = B;
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Offenbar hat x stetsden Wert 7 :-)
Deshalb wird stets der Speicherzugritf durchgefiihrt :-))

Ziel;
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Offenbar hat x stetsden Wert 7 :-)
Deshalb wird stets der Speicherzugritf durchgefiihrt :-))

Ziel;
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Verallgemeinerung: Partielle Auswertung

Neil D. Jones, DIKU, Kopenhagen
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Idee:

Entwerfe eine Analyse, die fiir jedes u

e die Werte ermittelt, die Variablen sicher haben;

e mitteilt, ob u iiberhaupt erreichbar ist :-)
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Idee:

Entwerfe eine Analyse, die fiir jedes u

e die Werte ermittelt, die Variablen sicher haben;

e mitteilt, ob u iiberhaupt erreichbar ist :-)

Den vollstandigen Verband konstruieren wir in zwei Schritten.

(1) Die moglichen Werte fiir Variablen:

Z'=7ZU{T} mit xCy gdw.y=T oderx =1y
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Achtung: Z7 ist selbst kein vollstindiger Verband  :(

(2) D = (VEZTS — ZT)J_ p— (Vars N ZT) U {J_}
// L heifst: “nicht erreichbar” :-))

mit D; C D, gdw. 1 =Dy oder
DixCE Dyx (x € Vars)

Bemerkung: D istein vollstindiger Verband :-)
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Achtung: Z7 ist selbst kein vollstindiger Verband  :(

(2) D = (V&lrs — ZT)J_ p— (Vars N ZT) U {J_}
// L heifst: “nicht erreichbar” :-))

mit D; C D, gdw. 1 =Dy oder
DixCE Dyx (x € Vars)

Bemerkung: D istein vollstindiger Verband :-)

Betrachtedazu X CD.OE. 1 ¢ X.
Dann X C Vars — Z' .
Ist X=0,dann ||X=1 € D :)
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Ist X#(( ,dannist ||X =D mit

Dy = Wfx|feX}
B {z falls fx=z (f e X)

T sonst

-))
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Ist X#(0 ,dannist [|]X =D mit

Dy = Wfx|feX}
{z falls fx=z (f e X)

T sonst

-))

Zujeder Kante k = (_,/ab, ) Kkonstruieren wir eine
Effekt-Funktion [k]* = [lab]* : D — D, die die konkrete
Berechnung simuliert.

Offenbarist [lab]* L = 1| fiiralle [ab :-)
Seidarumnun L # D € Vars — Z'.
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Idee:

e Wirbenutzen D ,um die Werte von Ausdriicken zu
ermitteln.
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Idee:

e Wirbenutzen D ,um die Werte von Ausdriicken zu
ermitteln.

e Fir manche Teilausdriicke erhalten wir T :-)
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Idee:

e Wirbenutzen D ,um die Werte von Ausdriicken zu
ermitteln.

e Fir manche Teilausdriicke erhalten wir T :-)
—

Wir miissen die konkreten Operatoren O durch abstrakte
Operatoren 0OF ersetzen, diemit T umgehen kénnen:

{T falls a= T oderb=T
a0%'p =

aOb sonst

282



Idee:

e Wirbenutzen D ,um die Werte von Ausdriicken zu
ermitteln.

e Fir manche Teilausdriicke erhalten wir T :-)
—

Wir miissen die konkreten Operatoren O durch abstrakte
Operatoren 0OF ersetzen, diemit T umgehen kénnen:

{T falls a= T oderb=T
a0%'p =

aOb sonst

e Mit den abstrakten Operatoren kdnnen wir eine abstrakte
Ausdrucks-Auswertung definieren:

[e] : (Vars = Z7) = Z7T
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Abstrakte Ausdrucksauswertung ist wie konkrete
Ausdrucksauswertung, aber mit abstrakten Werten und
Operatoren. Hier:

[c]* D = C
[ei0e]*D = [ei]* DO [eo]* D

... analog fiir undre Operatoren :-)
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Abstrakte Ausdrucksauswertung ist wie konkrete
Ausdrucksauswertung, aber mit abstrakten Werten und

Operatoren. Hier:
[c]*D = C
[[81 DEZ]]ﬁD = [[el]]ﬁDDﬁ [[ezﬂij

... analog fiir undre Operatoren :-)

Beispiel: D={x+—2,y— T}
[x+7]*D = [x]*D +* [7]*D
2 +17
= 9
[x—y]!D = 2% T

= T
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Damit erhalten wir fiir die Kanten-Effekte [lab]* :

I;]* D — D

(1 falls 0=[e]tD
[Pos (¢)]¢ D _ L falls 0=1d]

\ D sonst
] (D falls 0C [e]tD
Neg (oD = ¢ 0 fals 0ET

\ 1 sonst
:x:e;]]ﬁD — D@{xH[[e]]ﬁD}
:x:M[R];ﬂﬁD = De{x— T}
[M[R,] = Ry;;]J*D = D

... sofern D+#1 )
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An start gilt D, ={x+— T |x € Vars} .

Beispiel:
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An start gilt D, ={x+— T |x € Vars} .

Beispiel:

g1 = W N =

fxT)
fx =7}
fx =7}
fx =7}
LU{rs7) = {x—7)
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Die abstrakten Kanten-Effekte [k]* setzen wir wieder zu den
Effekten von Pfaden 7 =k;...k, zusammen durch:

[7]* = [k]fo...0[k]* :D—D

Idee zur Korrektheit: Abstrakte Interpretation
Cousot, Cousot 1977
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Patrick Cousot, ENS, Paris
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Die abstrakten Kanten-Effekte [k]* setzen wir wieder zu den
Effekten von Pfaden 7 =k;...k, zusammen durch:

[7]* = [k]fo...0[k]f :D—D

Idee zur Korrektheit: Abstrakte Interpretation
Cousot, Cousot 1977

Aufstellen einer Beschreibungsrelation A zwischen konkreten
Werten und deren Beschreibungen mit:

xAay N a1La —— xAa

Konkretisierung:  ya={x|xAa}
/] liefert Menge der beschriebenen Werte :-)
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(1) Werte: A CZXZ'
zAa gdw. z=aVa=T

Konkretisierung:

{a} falls aCC T
ya =
Z falls a=T
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(1) Werte: A CZXZ'
zAa gdw. z=aVa=T

Konkretisierung:

{a} falls aCC T
ya =
Z falls a=T

(2) Variablenbelegungen: A C (Vars = Z) x (Vars - Z"),
pAD gdw. D# 1L AN pxCEDx (x& Vars)

Konkretisierung:

{(Z) falls D=1
yD =
{p|Vx: (px) A(Dx)} sonst

293



Beispiel: {x—1y— -7} A{x—T,y— =7}

(3) Zustdnde:

A C ((Vars = Z) x (N —Z)) x (Vars - Z")
(p,u) AD  gdw. pAD

Konkretisieruing:

{(Z) falls D = |
YD =
{(p,u) |Vx: (px) A(Dx)} sonst
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Wir zelgen:

() Gilt sAD undist [z]s definiert, dann gilt auch:

([7]s) A ([#]* D)

[7]

[7]*
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Die abstrakte Semantik simuliert die konkrete :-)

Insbesondere gilt:

[7]s € v ([7]* D)
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Die abstrakte Semantik simuliert die konkrete :-)

Insbesondere gilt:

[7]s € v ([~]* D)

Praktisch heifst das z.B., dass fiir Dx = -7 gilt:

ox = =7 furalle pe€eyD
—— px = =7 fur (p,_) = [n]s
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Zum Beweis von  (x) zeigen wir fiir jede Kante k:

(K]

[k]*

Dann folgt (%) mittels Induktion :-)
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Zum Beweis von  (*x) zeigen wir furjeden Ausdruck e:

(xxx) ([eJp) A ([e]*D) sofernnur pA D
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Zum Beweis von  (*x) zeigen wir fiir jeden Ausdruck e:

(xxx%) ([e]p) A ([e]*D) sofernnur pA D

Zum Beweis von  (* x %) zeigen wir fiir jeden Operator O :

x O A (xF Ot sofern x A x'* Ay A 1
Y Y yay
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Zum Beweis von  (*x) zeigen wir fiir jeden Ausdruck e:

(xxx%) ([e]p) A ([e]*D) sofernnur pA D

Zum Beweis von  (* x %) zeigen wir fiir jeden Operator O :

x O A (xF Ot sofern x A x'* Ay A 1
Y Y yay

So hatten wir die Operatoren Of aber gerade definiert :-)
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Nun zeigen wir (*%) durch Fallunterscheidung nach der
Kanten-Beschriftung /ab .

Sei s=(p,u) A D.Insbesondereist 1 #D : Vars —7Z'

Fall [x =¢;]:

pr = p®{x—=[ep} wm = mn
D; = D&{x— []¢D}

— (p1, 1) A Dy
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Fall |x = MI[R];|:

pr = pS{x—pu(pR)} o= u
D1 = D@{xl—>_|_}
— (p1, 1) A Dy

Fall M[Rl] = Rz,' .

P1 = P o = pd{pRi— pRy}

— (p1, 1) A Dy
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Fall

Neg(e) |:

0 = lelo

A ne-:ﬁD

—— 0 C [e]!D
— ?é D1 = D

— (p1, 1) A Dy
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Fall

Pos(e) |:

(p1, 1) =5, wobei:

-
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Wir schliefsen:  Die Behauptung (x) stimmt :-))

Die MOP-Losung:
D*[v] = | {[n]* Do | 7 : start —* v}

wobei  Dyx =T (x € Vars) .
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Wir schliefsen:  Die Behauptung (x) stimmt :-))

Die MOP-Losung:
D*lv] = | [{[#]* Do | 7 : start —* v}

wobei  Dyx =T (x € Vars) .

Wegen (%) gilt fiir alle Anfangszustinde s wund alle
Berechnungen m,die © erreichen:

(I=]s) A (D*[o])
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Wir schliefsen:  Die Behauptung (x) stimmt :-))

Die MOP-Losung:
D*lv] = | [{[#]* Do | 7 : start —* v}

wobei  Dyx =T (x € Vars) .

Wegen (%) gilt fiir alle Anfangszustinde s wund alle
Berechnungen m,die © erreichen:

(I=]s) A (D*[o])

Zur Approximation des MOP benutzen wir unser
Constraint-System  :-))
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Beispiel:
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Beispiel:

N U WN R, O

10
10
10
10

|_

—~ = A=

10
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Beispiel:

A
o T T T T
110 T ||10| T
211100 1 || T | T
3110} 1 | T | T
40110110 T | T
519 10 T | T
6 L T 1T
7 L T 1T
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Beispiel:

1 3

A A
oy T[T | T T
110 T |J10| T
21100 1 | T | T
310} 1 | T | T
4111010 T | T | dito
51019 110 T | T
6 L T 1T
7 1 T 1T
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Fazit:

Obwohl wir mit konkreten Zahlen rechnen, kriegen wir nicht alles
raus :-(

Daftiir terminiert die Fixpunkt-Iteration garantiert:

Fir »n Programmpunkte und 7 Variablen benodtigen wir
maximal: n-(m+1) Runden :-)

Achtung:

Die Kanten-Effekte sind nicht distributiv !!!
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Gegenbeispiel: fo= [x=x+y]

Sei D; = {x|—>2,y|—>3}
= {x—3,y—2}

3
|

Dann fD;Uf D,

{x+—5y—3}U{x— D51y~ 2}
{x—5y—T}
{x—T,y—T;
fla=T,y—T}

f (DU Dy)

| N

=((
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Wir schliefsen:

Die kleinste Losung D des Constraint-Systems liefert i.a. nur
eine obere Approximation des MOP, d.h.:

D*lv] © D[v]
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Wir schliefsen:

Die kleinste Losung D des Constraint-Systems liefert i.a. nur
eine obere Approximation des MOP, d.h.:

D*lv] © D[v]

Als obere Approximation beschreibt D|v| trotzdem das
Ergebnis jeder Berechnung 7,diein © endet:

([7] (o, 1)) A (D[v])

wann immer  [[77] (o, 1) definiert ist )
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Transformation 5: Beseitigung von totem Code

\/ ouwe

i
O... Q...Q O

i [lab]f (D[u]) = L ()
lab ﬁ
O
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Transformation 5 (Forts.):  Beseitigung von totem Code

1 #Dlul =D
[e]*D =0
Neg (e) ﬁ ;

1 #Dlul=D

[(]"D ¢ {0, T}
Pos (e) ﬁ ;
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Transformation 5 (Forts.):  Vereinfachte Zuweisungen

1 #Dlul=D
[e]*D = c
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Erweiterungen:

e Statt ganzer rechter Seiten kann man auch Teilausdriicke
vereinfachen:

{x—=Ty—5}

x+ (3xvy) x+ 15

... und weitere Vereinfachungsregeln anwenden, etwa:

x*x0 — 0
x*x1 —— «x
x+0 — x
x—0 =—— Xx
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Bisher haben wir die Information von Bedingungen nicht
optimal ausgenutzt:

if (x==7)
y=x+3;

Selbst wenn wir den Wert von x vor der if-Abfrage nicht
kennen, wissen wir doch, dass bei Betreten des then-Teils x
stets den Wert 7 hat  :-)

Wir konnten darum definieren:
(D falls [x==¢])D=1
[Pos(x==¢e)]*D=X 1  falls [x==¢]!D=0

\ D4 sonst

wobei
Di=D&{x— (Dxn[e]*D)}
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Analog sieht der Kanteneffekt fiir Neg (x #¢) aus :-)

Unser Beispiel:
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Analog sieht der Kanteneffekt fiir Neg (x #¢) aus :-)

Unser Beispiel:
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Analog sieht der Kanteneffekt fiir Neg (x #¢) aus :-)

Unser Beispiel:
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1.5 Intervall-Analyse

Beobachtung:

e Programmiererinnen benutzen oft globale Konstanten, um
Debug-Code ein oder aus zu schalten

—

Konstantenpropagation ist hilfreich :-)

e Im allgemeinen wird aber der Wert von Variablen nicht
bekannt sein — moglicherweise aber ein Intervall !!!
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Beispiel:

for (i=0;i < 42;i++)
if (0<ini<42){
A =A+1;
M|A{| = i;
h
// A Anfangsadresse eines Felds

/] if ist Array-Bound-Check

Offenbar ist die innere Abfrage tiberfliissig :-)
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Idee 1:

Bestimme fiir jede Variable x ein (moglichst kleines :-) Intervall
fiir die moglichen Werte:

T={[Lu]|l€ZU{—0o},ucZU{+too},l<u)

Partielle Ordnung:

1, u1] C I, us] gdw. L <l Nup < up

[ Uq
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Damit:

[11, Ml] L [lz, Ltz] = [11 [ lz, u, L Ltz]
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Damit:

[11, ul] L [12, uz] = [11 [ lz, u, L Ltz]
L, ud T, up) = [l ULy, uq Mg sofern (Iy UL) < (uyMuy)
_
ll uq
:ﬁ
I U
ﬁi:
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Achtung:

— I ist kein vollstandiger Verband :-)

— I besitzt unendliche aufsteigende Ketten, z.B.

0,00 [0,1)C [-1,1]C [-1,2] C ...
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Achtung:

— I ist kein vollstandiger Verband :-)

— I besitzt unendliche aufsteigende Ketten, z.B.

0,00 [0,1)C [-1,1]C [-1,2] C ...

Beschreibungsrelation:

z Al ul gdw. | <z<u

Konkretisierung:

yiLul={z€Z |l <z<u}
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Beispiel:

v10,7] = {0,...,7}
0,1,2,...,)

\<

o

2
|

Rechnen mit Intervallen: Intervall-Arithmetik :-)

Addition:
[ll, I/ll] —|—jj [lz, I/lz] = [11 —+ lz, Uy + u2] wobei

—o0+_ = —o0
+oO+_ = +00

/ / —o0 + oo kommt nicht vor :-)
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Negation:

Multiplikation:
[y, uq] o [, u] = |a,b] wobei
= lllz [] 111/12 [ Mllz [] UiU»
= 1112 LI lluz LI 1/[112 LI UiUo-
Beispiel:
0,2] +* [3,4] = [0,8]
[—1,2] %" [3,4] = [—4,8
[—1,2] %% [-3,4] = [-6,8]
[—1,2] %% [-4,-3] = [-8,4]
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Division: [ll, Ml] /jj [12, Mz] = [El, b]

e Ist 0 nichtim Nenner-Intervall enthalten, sei:

a = ll/lzl_lll/uzl_lul/lzl_lul/uz
b = ll/lzl_lll/uzl_lul/lzl_lul/uz

e Gilt: [, <0< u,,setzen wir:

a,b] = [—00, 4]
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Gleichheit:

:1, 1 falls ll = U1 = 12 = Uy

11, uq] ==t o, up] = < 0,0] falls u; <bLVu, <k

0,1] sonst
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Gleichheit:

:1, 1 falls ll = U1 = lz = Uy

1, uq] == L, ux] = ¢ 0,0] falls w3 <bLVu, <k

0,1] sonst

Beispiel:
42,42]=="1[42,42] = [1,1]
0,7]==%[0,7] = [0,1]
1,2]==*[3,4] = [0,0]
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Kleiner:

11, 1] < o, ] = <

337

1,1
0,0
0,1

falls
falls

sonst

U1<12
u, <



Kleiner:

1,1] falls u; <Dy
11, uq] < L, upx] = < 0,0] falls u, <L

0,1] sonst

Beispiel:
[1,2] <¥1[9,42] = [1,1
0,7] <#10,7] = 0,1
4] <*[1,2] = [0,0
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Mithilfe von I konstruieren wir den vollstindigen Verband:

Dy = (Vars — 1),

Beschreibungsrelation:

p A D gdw. D#A#1 AN VxeVars: (px) A (D x)

Die abstrakte Ausdrucksauswertung definieren wir analog
Konstantenpropagation. Wir finden:

([e] p) A ([e]* D) soferm p A D
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Die Kanteneffekte:

[]*D

[x = ¢]*D

[x = M[R[;]* D
[M[R:] = Ry;]* D

[Pos (¢)]*D

[Neg (e)]* D

D

D®{x~ [e]t D}
Do{x— T}

D
(1 falls [0,0] = [¢]*D
sonst

falls [0,0] C [e]* D

sonst

<

- O O+

\

... sofern D+#1 )
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Bessere Ausnutzung von Bedingungen:

1L falls [0,0] = [¢]*D

D1 sonst

[Pos (e)]*D = {

wobei :

(D& {r— (Dx)N([e.]fD)} fallse = x==r¢,
D®{x— (Dx)MN[—oo,u]} fallse=x < e, [e1]FD = [_, u]
D& {x— (Dx)M|[l, 0]} fallse=x > ¢, [e/]*D = [1,_]

S
|

AVARRVAN
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Bessere Ausnutzung von Bedingungen (Forts.):

[Neg (¢)]F D

{L falls [0,0] Z [e]*D

_/\

D1 sonst

wobei :

(D {x+— (Dx)N([e.]f D)} fallse

D& {x+— (Dx)M[—oo,ul}

| D& {x— (Dx)M|[l, o]}
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falls ¢
falls ¢

X # e
x> ey, [ef D= [ ul
x < ey, [[61]]ﬁD = [l, ]



Beispiel:

Pos(i <

42)

A=A+

M[Al] = i,’

6

1 =141,

Pos(0 <i < 42)
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Problem:

—  Die Losung lasst sich mit RR-Iteration berechnen —
nach ca. 42 Runden :-(

—  Auf manchen Programmen terminiert die Iteration nie :-((

Idee 1: Widening

e Iteriere beschleunigt — unter Preisgabe von Préazision :-)

e Erlaube nur beschrdnkt oft die Modifikation eines Werts !!!
... im Beispiel:

e verbiete Updates von Intervall-Grenzenin 7 ...

— eine maximale Kette:

13,17] C [3, +00] C |—00, +00]
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Formalisierung dieses Vorgehens:

Sei x; 3 fi(xy,...,x,), i=1,...,n (1)

ein Ungleichungsssystem tiber D, wobeidie f; nicht
notwendigerweise monoton sind.

Trotzdem konnen wir eine akkumulierende Iteration definieren.
Betrachte das Gleichungssystem:

xi = xiUfi(xy,...,x0), i=1,...,n (2)

Offenbar gilt:

(@) x ist Losung von (1) gdw. x Losung von (2) ist.
(b)  Die Funktion G :D" — D" mit

G(x1,..., %) = (Y1, -, Yn), vi=xiUfi(x,...,x,)
ist vergrofiernd, d.h. xC Gx furalle xeD".
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(c)

(d)
(e)

Die Folge Gl , k>0, isteine aufsteigende Kette:

Il CGLC...CG'lLLC...

Gilt G"L=G"'1L =y ist y eineLdsungvon (1).

Hat D unendliche aufsteigende Ketten, ist uns mit (d)
noch nicht viel gedient ...

aber: wir kdnnten statt Gleichungssystem (2) ein
Gleichungssystem:

xi =x;Ufi(xy,...,x0), i=1,...,n (3)
betrachten fiir eine bindre Operation Widening:
L :D? > D mit vy U, C o Uo,
Dann berechnet (RR)-Iteration fiir (3) immer noch eine

Losung von (1) :-)
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... fiir die Intervall-Analyse:

e Der vollstindige Verband ist: Dy = (Vars = 1),

e Das Widening U definieren wir als:

1luD = DUl =D und fiir D; # L # Dy:

(D1UDy)x = (Dyx)4d(Dyx) wobei

[ll,ul]g[lz,uz] = [l,u] mit
o <’ Lo falls L <D
—00 sonst

Uq falls u; > u,

+00 sonst

\

—— U ist nicht kommutativ !!!
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Beispiel:

0,2]U[1,2] = [0,2]
1,2]U[0,2] = [—o00,2]
1,5|U[3,7] = [1,+oo]

l

Widening liefert schneller grofsere Werte.

l

Es sollte so gewdhlt werden, dass es die Terminierung der
Iteration garantiert :-)

—  Bei Intervall-Analyse begrenzt es die Anzahl der Iterationen
auf:

#Punkte - (1 + 2 - #Vars)
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Fazit:

¢ Umeine Losungvon (1) tber einem vollstindigen
Verband mit unendlichen aufsteigenden Ketten zu
bestimmen, definieren wir ein geeignetes Widening und
losen dann  (3) :-)

e Achtung: Die Konstruktion geeigneter Widenings ist eine
schwarze Kunst !!!

Oft wdhltman U ganz pragmatisch dynamisch wéahrend
der Iteration, so dass

—  die abstrakten Werte nicht zu kompliziert werden;

—  die Anzahl der Updates fest beschrankt bleibt ...
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Unser Beispiel:

Pos(0 <i < 42)

Al =A+1;

M[Al] = i;

1 =141,

6
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1
/ u
0| —oo | +00
1 0 0
2 0 0
3 0 0
4 0 0
5 0 0
6 1 1
7 L
8 L




Unser Beispiel:

1 2 3

I u I u I | u

_ 0] —oo | +00 || —00 | +00
Pos(i < 42)

1 0 0 0 +o00
Pos(0 < i < 42) 2 0 0 0 ~+00
Q 31 0 0 0 | +oo

A1 = A+ 41 0 0 0 | +oo || dito

5 0 0 0

M[A] = i; o0
e 6 1 1 1 +00
i=i+1; 7 1 42 | +o0
6 8 1 42 | 400
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... offenbar ist das Ergebnis enttduschend :-(

Idee 2:

Eigentlich reicht es, die Beschleunigung mittels U nuran
gentigend vielen Stellen anzuwenden!

Eine Menge [ heifst Loop Separator (Kreis-Trenner), falls jeder
Kreis mindestens einen Punkt aus [ enthilt :-)

Wenden wir Widening nur an den Punkten aus einer solchen
Menge I, terminiert RR-Iteration immer noch !!!
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In unserem Beispiel:

= {1} oder auch:

Pos(0 < i < 42) L, = {2} oderauch:

(3 I; = {3}

A= A+i;
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Die Analyse mit [ ={1}:

41 dito

_ O O o O O
_ O O o O O
_ O O O O O
W
—_

|_
}_

xR I &N G B WO, O

l_

42 | +o0
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Die Analyse mit

I={2}:

355

xR I &N G B WO, O

_ o O O O O

-

_ O O O O O

_ o O O O O

42
42

dito




Diskussion:

e Beide Analysen-Ladufe berechnen interessante Informationen
)

e DerLaufmit [ ={2} belegt, dassnach Verlassen der
Schleife stets 1 =42 gilt.

e NurderLaufmit [ = {1} Dbelegtaber, dass der dufere
Test den inneren {tiberfliissig macht :-(

Wie findet man einen geeigneten Loop Separator 17?77
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Idee 3: Narrowing

Sei x irgend eine Losung von
xi 2 fix,

Dann gilt fiir monotone f;,

// Narrowing Iteration
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Idee 3: Narrowing

Sei x irgend eine Losungvon (1), d.h.
xi 4 fix, i=1,...,n
Dann gilt fiir monotone f;,

x J Fx JFx 1J...0 F'x O...

// Narrowing Iteration

Jeder der Tupel FFyx isteine Losung von (1) :-)
—

Terminierung ist kein Problem mehr:
wir stoppen, wenn wir keine Lust mehr haben :-))

//  Analoges gilt fiir RR-Iteration.
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Narrowing Iteration im Beispiel:

Pos(i <

42)

Pos(0 <i < 42)

A =A+1i;

M[Aﬂ = i;

6

1 =141,
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Narrowing Iteration im Beispiel:

Pos(i <

42)

Pos(0 <i < 42)

A =A+1i;

M[Al] = i;

6

1 =141,
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Narrowing Iteration im Beispiel:

Pos(i < 42)

Pos(0 <i < 42)

A =A+1i;

M[Al] = i;

1 =141,

6
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Diskussion:

Wir beginnen mit einer sicheren Approximation.
Wir finden, dass die innere Abfrage redundant ist :-)

Wir finden, dass nach der Iteration gilt: 7 =42 :-))

Lol bl

Dazu war nicht erforderlich, einen optimalen Loop
Separator zu berechnen :-)))

Letzte Frage:

Miissen wir hinnehmen, dass Narrowing moglicherweise nicht
terminiert 777
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4.Idee:  Beschleunigtes Narrowing

Nehmen wir an, wir hitten eine Losung  x = (x1,...,x,) des
Constraint-Systems:

xi Jfi(x1,...,x,), i=1,...,n (1)
Dann schreiben betrachten wir das Gleichungssystem:
xi = x50 fi(xy,...,x,), i=1,...,n (4)

Offenbar gilt fiir monotone f; : Hfx = Frx )
wobei  H(x1,...,%,) = (y1,.--,Yn), Vi=xT1fi(x1,...,%,).

In (4) ersetzenwir T[1 durch denneuen Operator [ mit:

a1 'a, E a1 [ a» E a1
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... fiir die Intervall-Analyse:

Wir konservieren endliche Intervall-Grenzen :-)

Deshalb

(D1 m Dz) X
[ll,ul] M [12, Mz]

l

— M

1AD = DAL = 1 und fir

D, # 1L # D,:
(D1 x) A (D, x) wobei
1, u] mit
<’ I, falls I, = —oo
| [ sonst
<( U, falls u; = o0
| 41 sonst

ist nicht kommutativ !!!
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Beschleunigtes Narrowing im Beispiel:

Pos(i < 42)

Pos(0 <i < 42)

A =A+1i;

M[Al] = i;

1 =141,

6
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Diskussion:

—  Achtung: Widening liefert fiir nicht-monotone f; eine
Losung. Narrowing liefert dagegen nur fiir monotone f;
eine Losung!!

—  Das beschleunigte Narrowing liefert (im Beispiel) das
richtige Ergebnis :-)

—  Erlaubt der neue Operator [ nur endlich viele
Verbesserungen bei jedem Wert, kann Narrowing bis zur
Stabilisierung durchgefiihrt werden.

—  Fiir die Intervall-Analyse sind das maximal

#Punkte - (1 + 2 - #Vars)
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1.6 Pointer-Analyse

Fragen:

—  Sind zwei Adressen moglicherweise gleich?

—  Sind zwei Adressen definitiv gleich?
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1.6 Pointer-Analyse

Fragen:
—  Sind zwei Adressen moglicherweise gleich? May Alias
—  Sind zwei Adressen definitiv gleich? Must Alias

—— Alias-Analyse
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Die bisherigen Analysen ohne Alias-Information:

(1) Verfiigbare Ausdriicke:

e Erweitere die Menge Lxpr der Ausdriicke um die
vorkommenden Loads M|R].

e Erweitere die Kanten-Effekte:

[x =¢]F A = (AU{e})\Expr,
[x = M[RIJPA = (AU{MI[R]})\Expr,
[M[R] = x;]*A = A\Loads
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(2) Werte von Variablen:

o Erweitere die Menge Expr der Ausdriicke um die
vorkommenden Loads M|R].

e Erweitere die Kanten-Effekte:

{x} falls ¢ = M|R]|

x=M[R[fVe =
: R { Ve\{x} sonst

IM[R] = ¢tV = V
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3) Konstantenpropagation:

e Erweitere den abstrakten Zustand um einen abstrakten
Speicher M

e Fiihre Speicher-Operationen mit bekannten Adressen aus!

[ (D& {x+— Ma},M) falls DR=arC T

(D@ {x— T},M) sonst

[MIR] — x]¢ (D, M) — <’ (D,M@&{a— Dx}) falls DR=aC T
7 4 \(

1) sonst wobei
Ta = T (a € N)

[x = MIR[JF(D, M) = «
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Probleme:

e Adressensindaus N
Es gibt zwar keine unendliche aufsteigende Ketten, aber ...
e [Exakte Adressen sind zur Compilezeit selten bekannt :-(

e Am selben Programmpunkt wird i.a. auf mehrere Adressen
zugegriffen ...

e Abspeichern an unbekannter Adresse zerstort alle
Information M :(

—— Konstanten-Propagation versagt :-(

—— Speicherzugriffe /Pointer zerstoren Prazision :-(
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Vereinfachung:

e  Wir betrachten Pointer auf Strukturen mit Komponenten
a,b :-)

e  Wir verzichten auf Wohl-Getyptheit dieser Komponenten.

e Neue Statements:

x =new(); // Allokation eines neuen Paars
x =R —a; // Laden einer Komponente

R —a=x;, [/ Setzen einer Komponente

e Wir verzichten auf Pointer-Arithmetik :-)
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Einfaches Beispiel:

O
x = new()

x = new(); (i)
y = new(); y:new()
X —a=1y; X—a=y
y—b=7

®
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Die Semantik:
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Die Semantik:
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Die Semantik:
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Die Semantik:
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Die Semantik:
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Schwierigeres Beispiel:

r = Null;
while (£ # Null) { Neg(t # Null)
h =t
t=1t— a
h—a=r;
r=nh;
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Konkrete Semantik:

Ein Speicher ist jetzt eine endliche Ansammlung von Paaren.

Nach #h new-Operationen haben wir:

Addr, = {refa|0<a<h} // Adressen
Val, = Addr,UZ // Werte

Store, = (Addr, x {a,b}) — Val, /] Speicher
State, = (Vars — Valy) x Storey, /] Zustinde

Der Einfachheit setzen wir: 0 = Null
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Sei (p,u) € State, . Dann erhalten wir fiir die neuen Kanten:

[x =new();] (o) = (p®{x — refh},
uw® {(refh).a— 0, (refh).b — 0})

[x=R—a](on) = (pD{x— u((pR).a)}, u)
[R —a=x](on) = (o,u@{(pR).a+> px})
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Achtung:

Diese Semantik ist zu detailliert, weil sie mit absoluten Adressen
rechnet. Die beiden Programme:

x = new(); ¥ = new();
y = new(); x = new();

werden nicht als dquivalent betrachtet !!?

Ausweg:

Definiere Aquivalenz bis auf Permutation von Adressen :-)
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Alias-Analyse 1. Idee:

e Unterscheide endlich viele verschiedene Klassen von
Objekten im Speicher.

e Benutze Mengen von Adressen als abstrakte Werte!

—— Points-to-Analyse

Addr* = Edges /| Erzeugungs-Kanten
Valt = pAddr /| Abstrakte Werte
Store* = (Addr* x {a,b}) — Val* //  abstrakter Speicher
State* = (Vars — Val*) x Store® /] Zustdnde

// vollstandiger Verband !!!
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... im einfachen Beispiel:
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Die Kanten-Effekte:

(— 5 )F (D, M) = (D,M)

(-, Pos(e), )]* (D, M) = (D,M)

(. x =y, )IF (D, M) = (De{x— Dy}, M)

(L,x=r¢, )] (D,M) = De{x—0},M) , ed Vars
[(, x = new();, 0)[F(D,M) = (D& {x— {(u,0)}}, M)

[(Lx=R—a, )]F(D,M) = (D&{x—U{M(fa)|feDR}}, M)
[(LR—~a=x, )] (D,M) = (DM@ {far (M(fa)UDx)|f€DR}
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Achtung:

e Den Wert Null haben wir nicht mit-modelliert.
Dereferenzieren von Null kann darum nicht entdeckt
werden

o Destruktive Updates sind nur von Variablen moglich, nicht
im Speicher!

——> keine Information, falls Speicher-Objekte nicht
vorinitialisiert sind  :-((

o Die Kanten-Effekte hdngen jetzt von der ganzen Kante ab.

Die Analyse ldsst sich so nicht gegentiber der
Referenz-Semantik als korrekt erweisen :-(

Zur Korrektheit muss die konkrete Semantik mit zuséatzlicher
Information instrumentiert werden, die vermerkt, an
welchem Programmpunkt eine Adresse erzeugt wurde.
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Wir berechnen mogliche Points-to-Information.
Daraus konnen wir May-Alias-Information gewinnen.

Die Analyse kann jedoch ziemlich aufwendig sein (ohne viel
raus zu kriegen :~(

Separate Information fiir jeden Programmpunkt ist
moglicherweise nicht notig ??
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Alias-Analyse 2. Idee:

Berechne fiir jede Variable und jede Adresse einen Wert, der die
Werte an samtlichen Programmpunkten sicher approximiert!

... im einfachen Beispiel:
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Jede Kante  (u,lab,v) gibt Anlass zu Constraints:

lab Constraints

X =y; Plx] 2 Plyl

x = new(); Plx] O {(u,v)}

v =R—ua| Plx] 2 U{Plfa]|feP[R]}

R—a=x;|P[fa] 2 (feP[R)?P[x]: 0
fir alle f € Addr’

Andere Kanten haben keinen Effekt :-)
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Diskussion:

e Das resultierende Constraint-System ist O(k-n) bei k
abstrakten Adressenund 7 Kanten :-(

e Die Anzahl eventuell notwendiger Iterationen ist O (k) ...

e Die berechnete Information ist moglicherweise immer noch
zu prazise !!?

e  Zur Korrektheit einer Losung s* € States* des
Constraint-Systems zeigt man:

[K]
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Alias-Analyse 3. Idee:

Berechne eine Aquivalenzrelation = auf Variablen x und
Selektoren 1 — a2 mit s;=s, fallsanirgendeinem u
s1,5, die gleiche Adresse enthalten ...

... im einfachen Beispiel:

x = new();
© == ({2},
y— new() {y,x — al,
v—amy (1),
& s (v 0
©)
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Diskussion:

l

l

Wir berechnen eine Information fiir das ganze Programm.

Die Berechnung dieser Information verwaltet Partitionen
7T:{P1,...,Pm} Z-)

Einzelne Mengen P; identifizieren wir durch einen
Reprasentanten p; € P,.

Die Operationen auf einer Partition 7 sind:

find (77, p) = p, falls p € P,
// liefert den Reprasentanten

union (7T/ Piis piz) — {Pi1 U Piz} U {Pj ‘ i1 7 ] 7 12}
// vereinigt reprasentierte Klassen
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—  Sind  xy, x, € Vars daquivalent, miissen auch  x; — a4
und x; — b dquivalent sein :-)

— Ist PN Vars #(,sollauch p; € Vars gelten. Dann
kOnnen wir union rekursiv anwenden :

union® (71,41,q2) = let p;;, = find (7, q1)
p;, = find(7,q,)
in if p;, ==p,, then T
else let 7 = union (71, pi,, pi,)
in if p;,, pi, € Vars then
let 71 = union™ (7, p;, — a, p;, — a)
in union™ (71, p;, — b, p;, — b)

else 71
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Die Analyse iteriert einmal iiber alle Kanten:

m={{x},{x —a},{x — b} | x & Vars};
forallk = (_,lab, )do m = [[lab]* 7;

Dabei ist:

= union” (7, x, /)

union® (71, x, R — a)
union™ (71, x, R — a)

= 7T sonst
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... im einfachen Beispiel:

O

x: new(); b v Ax — a},{y —a}, ...}
y = new() (0,1) | {{x} v} ix — a},{y — a},...}

@ (1L,2) | {{x) v} = a}, {y = a}, )

x%“—y (2,3) | {{x}, {y,x = a},{y —a}, ...}
y—b=7 3,4 Xy Y, X —ag, Yy —ag,...

@ (3,4) | {{x} Ay Ay —at, .}
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... im komplizierten Beispiel:

Wi g At A — ap, {t — aj;
(2,3) | {{mt} iy i —at—ap
(3,4) {{{h,t,h —a,t —a},{r}}
(4,5) {I{h,t,r,h —a,t—a}|}
(5,6) H{h,t,r,h —a,t—alt}
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Achtung:

Um iiberhaupt etwas heraus zu kriegen, miissen wir annehmen,
dass alle Variablen anfangs auf verschiedene Adressen zeigen.

Zur Komplexitat:

Wir haben:
O (# Kanten)  Aufrufe von union”
O(# Kanten)  Aufrufe von find

O (# Vars) Aufrufe von union

—— Wir bendtigen effiziente Union-Find-Datenstruktur :-)
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Idee:

Reprdsentiere Partition von U als gerichteten Wald:

e Zu uel verwalten wir einen Vater-Verweis F|u] .

e Elemente u mit Flu]=u sind Wurzeln.

Einzelne Baume sind Aquivalenzklassen.

Ihre Wurzeln sind die Reprdsentanten ...

399



©)
O
CRCie

—  find (71, u) folgt den Vater-Verweisen :-)

—  union (71, 1y, 1,) hangt den Vater-Verweis eines u#; um ...
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01,23, 4/5|6|7

111314 |7|5|7
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01,23, 4/5|6|7

1131|7757
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Die Kosten:

Strategie zur Vermeidung tiefer Biume:

e Hainge den kleineren Baum unter den grofseren !

e Benutze find, um Pfade zu komprimieren ...
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01,23, 4/5|6|7

111314 |7|5|7
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01,23, 4/5|6|7

1131|7757
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01,234/ 5|/6|7
5|1(3|1|7|7|5]|3




01,234/ 5|/6|7
5|1(3|1|7|7|5]|3
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%

)

01,234/ 5|/6|7
5|1(3|1|7|7|5]|3







0/1/2/3, 45|67

51|31 (1/7|1]|1




Robert Endre Tarjan, Princeton
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Beachte:

Mit dieser Datenstruktur dauern 7 union- und m
find-Operationen O(n+m - «(n,n))

//  «a die inverse Ackermann-Funktion :-)

Fiir unsere Anwendung miissen wir union nur so
modifizieren, dass an den Wurzeln nach Moglichkeit
Elemente aus Vars stehen.

Diese Modifikation vergrofiert die asymptotische Laufzeit
nicht :-)

Fazit:

Die Analyse ist blitzschnell — findet aber nicht sehr viel heraus.
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Exkurs 3: Fixpunkt-Algorithmen

Betrachte: xi 3 fi(xy,...,x,), i=1,...,n

Beobachtung:

RR-Iteration ist ineffizient:

—  Wir bendtigen eine ganze Runde, um Terminierung
festzustellen :-(

—  Andert sich in einer Runde der Wert nur einer Variable,
berechnen wir trotzdem alle neu :-(

—  Die praktische Laufzeit hdngt von der Reihenfolge der
Variablen ab :~(
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Idee: Workset-Iteration

Andert eine Variable x; ihren Wert, werten wir alle Variablen
neu aus, dievon x; abhdngen. Technisch bendtigen wir:

— dieMengen Dep f; der Variablen, auf die die
Auswertung von  f; zugreift. Daraus berechnen wir:

Ixi) = {xj | xi € Dep fj}
d.h. die Menge der x;,dievon x; abhdngen.

die Werte D|x;] der x;,wobeianfangs D|x;| = L;

l

Eine Menge W der Variablen, deren Wert neu berechnet

l

werden muss ...
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Der Algorithmus:

W={x1,...,x,};

while (W #£ 0) {
X; = extractW;
t = fieval;
if (+ £ Dlxi]) {
D|x;] = DlxjUt;
W = WUI[x;
}
}

wobei :
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Beispiel:

x; 2 {alUxs
X, 2 x3NA{a,b}
x3 2 xUA{c}
I
x1 | {x3}
X9 (Z)
X3 {xl,xz}
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Beispiel:

D {61} U x3
D) X3 M {Cl, b}
D x1UA{c}
I
X1 {x3}
X2 0
X3 {xl,xz}

D|x1| | D[x2] | D|x3] 1A%

0 ) 0 X1, X2, X3
{a} 0 0 X7 |, X3
{a} 0 0 X3
{a} O |{a,c} X1, %2

{a,c} | 0 | {a,c} X3, X7
{a,c} | 0 | {a,c} Xo

1a,¢c}

1,¢c}
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Theorem

Sei x; J fi(x1,...,x,), i=1,...,n ein Constraint-System
tiber dem vollstdandigen Verband D der Hoéhe /> 0.

(1)  Der Algorithmus terminiert nach maximal /- N
Auswertungen rechter Seiten, wobei

n

N =Y (1+#(Depf)) /] Grofe des Systems  :-)

1=1

(2)  Der Algorithmus liefert eine Losung.
Sind alle f; monoton, liefert er die kleinste.
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Bewelis:

Zu (1):

Jede Variable x; kannnur / malihren Wert dandern :-)
Dann wird die Menge [|x;] zu W hinzu gefugt.

Damit ist die Anzahl an Auswertungen:

n+ Y (h-#(I]xi]))
n+h- Y #(1]xi])
n—+h-yi,#(Depf;)

fi- Y i (T+#(Dep fi))
h-N

IA
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Zu (2):
wir betrachten nur die Aussage fiir monotone f; .

Sei D, die kleinste Losung. Man zeigt:

e Dolx;| O Dlx] (zu jedem Zeitpunkt)
e Dix| A fieval = x; €W (am Ende des Rumpfs)

e Bei Terminierung liefert der Algo eine Losung :-))
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Diskussion:

e Im Beispiel werden tatsdchlich weniger Auswertungen

rechter Seiten benotigt als bei RR-Iteration

° Fir monotone

)

e Der Algo funktioniert auch fiir nicht-monotone

fi

)

fi kann man den Algo vereinfachen:

D|x;]

D[xi] LIt

4

e Fiir Widening ersetzt man:

D[xi] =

D[Xi] Ll £

V4

—

—

e Fir Narrowing ersetzt man:

D[xi] =

D[Xi] LIt

/4

—
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Achtung:

Der Algorithmus benétigt die Variablen-Abhdngigkeiten
Dep f; .

In unseren bisherigen Anwendungen waren die
offensichtlich. Das muss nicht immer so sein  :-(

Wir bendtigen eine Strategie fiir extract , die festlegt, welche
Variable als ndchstes auszuwerten ist.

Am besten wire es, wenn wir erst auswerten, dann auf das
Ergebnis zugreifen ... :-)

— rekursive Auswertung ...
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Idee:

Greifen wirin f; aufein x; zu, werten wir erst
rekursiv aus. Dann fligen wir x; zu I|x;| hinzu :-)

eval x; x; = solvex;;
Ixj] = Txj] U {xi ks
Dlxj];
Damit die Rekursion nicht unendlich absteigt, verwalten wir

die Menge Stable von Variablen, fiir die solve den
Wert nachschlagt :-)

Anfangs ist Stable = () ...

423



Die Funktion solve:

solve x; = if (x; & Stable) {

Stable = Stable U {x;};

t = fi (eval x;);

if (t £ Dlxi]) {
W= I[x]; I[x]=0;
Dlxi] = Dlx;| Ut;
Stable = Stable\W;
app solve W;
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Helmut Seidl, TU Miinchen
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Beispiel:

Betrachte unser Standard-Beispiel:

x; 2 {a}Ux;
Xo 2 X3 M {&Z, b}
X3 o x1 U {C}

Dann sieht ein Trace des Fixpunkt-Algorithmus etwa so aus:
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solve x5

Dlxz] = {a}

eval x2 x3

I[x3] = {x1, 2}

= {a,c}

solve x3

D[x3] = {a,c}

I[x3] :@

solve x7

D[x1] = {a,c}

I[xl] :(Z)

solve x3

ok

eval x3 x1 solve x1 eval x1 x3 solve x3
stable!
I[x3] = {x1}
= 0
Dlx1] = {a}
I[x1] = {x3}
= {a}
eval x1 x3 solve x3
stable!
I[x3] = {x1}
= {a,c}
eval x3 x1 solve x7
stable!
[[x1] = {x3}
= {a,c}
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Die Auswertung startet mit einer interessierenden Variable
x; (z.B.dem Wert fiir stop)

Es werden automatisch alle Variablen ausgewertet, die  x;
beeinflussen :-)

Die Anzahl der Auswertungen ist i.a. kleiner als die bei
normaler Iteration ;-)

Der Algorithmus ist komplizierter, ben6tigt aber keine
Vorberechnung der Variablen-Abhédngigkeiten :-))

Er funktioniert auch, wenn die Variablen-Abhdngigkeiten
sich wihrend der Iteration dndern !!!

— interprozedurale Analyse
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1.7 Beseitigung partieller Redundanzen

Beispiel:

// e =x+1 wird auf jedem Pfad ausgewertet

/] leider auf einem Pfad sogar zweimal :-(
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Ziel:
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Idee:

(1)

(2)

(3)

Wende T1 an, d.h. ersetze jede interessierende Zuweisung
x=e; durch: T, =ex=T,;

Finde alle Stellen, an denen ¢ sicher berechnet werden
kann, ohne die Semantik zu zerstoren.

Platziere (konzeptuell) T, = ¢; an allen diesen Pldtzen.

Beseitige die redundanten Zuweisungen mittels 12.

—_— wir bendtigen eine neue Analyse :-))
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Ein Ausdruck ¢ heifst aktiv (busy) entlang eines Pfads 7, falls
der Wert von ¢ berechnet wird, bevor eine der Variablen
x € Vars(e) iberschrieben wird.

// Riickwértsanalyse!

¢ heifst sehr aktiv (very busy) an u ,falls ¢ aktiv ist entlang
jedes Pfads 7 :u —* stop.
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Ein Ausdruck ¢ heifst aktiv (busy) entlang eines Pfads 7, falls
der Wert von ¢ berechnet wird, bevor eine der Variablen
x € Vars(e) tberschrieben wird.

// Riickwértsanalyse!

e heifst sehr aktiv (very busy) an u,falls ¢ aktiv ist entlang
jedes Pfads 7 :u —* stop.

Entsprechend benotigen wir:

Blu] = (WAL 0| 7z u—" stop}

wobei fir mw=k;... k, :

[7]* = [ki]?o...o0[ku]*
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Unser vollstandiger Verband ist:

B — 2Expr\Vars mit C = DO

Der Effekt [k]* einer Kante k& = (u,lab,v) hiéngtnur von
lab ab,d.h. [k]* = [lab]* wobei:

[]* B = B

[Pos(e)]* B = [Neg(e)]* B = BU/{e}
[T.=¢]FB = (B\Expr,)U{e}

[x = T;]*B = B\Expr,

[x = M[R|;]*B = B\Expr,

[M[R] =x]*B = B
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Die Kanten-Effekte sind samtlich distributiv. Deshalb liefert die
kleinste Losung des Constraint-Systems exakt den MOP  :-)

Beispiel:

{x+1}
{x+1}
{x+1}
{x+1}

S|P || W00 | ]
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Beachte:

e Im Beispiel enthalten die B|u|] maximal ein Element.

e Enthdlt Blu] mehrere Ausdriicke ¢, # ¢, sind diese
unahiangig, d.h. T, & Vars(e,) =)

e Unabhdngige Ausdriicke konnen in beliebiger Reihenfolge
berechnet werden :-))
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Beachte:

e Im Beispiel enthalten die B|u|] maximal ein Element.

e Enthdlt Blu] mehrere Ausdriicke ¢, # ¢, , konnen diese

stets in einer Reihenfolge ¢, — ¢, ausgewertet werden, so
dass T, ¢ Vars(e;) :-)

Beweis der Anordbarkeit:

—  Wir zeigen Beh. fiir  [7]*0 . Die Beh. fir u folgt, da die
Eigenschaft unter N abgeschlossen ist.

—  Induktion iiber die Liange von 7.
T=c¢€ [7]*0 = [e]* 0 =0 -)
m =k | Kanten-Effekte erhalten die Anordbarkeit :-))

437



Ein u heiltsicher fir e¢,sofern ¢ € AlulUBlu];dh. ¢ ist
entweder verfiigbar oder sehr aktiv.

Ist u sicher, konnen wir dort ¢ gefahrlos berechnen :-)

Idee:

e Wirberechnen ¢ zum frithest moglichen Zeitpunkt :-)
e  Wir platzieren die Berechnung von ¢ am Ende von
k = (u,lab,v) falls:
— ¢ € Bly] sowie
— e & [lab]* (A[u]) (nicht verfiigbar entlang k) und
— e & [lab]* (B[u]) (auch nicht nach Transformation)

e Weilalle ¢ € B|v] anordbar sind, betrachten wir die
Transformation fiir jedes ¢ gesondert:
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Transformation 6.1:

%

Transformation 6.2;

ilab

e; ﬁ i;

e & [lab]*(Blu] U Alu])
e € Blv]

ﬁ lab
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Bernhard Steffen, Dortmund Jens Knoop, Wien
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Im Beispiel:

=S || &®

{x+1}

1} {x+1}

A
0
0
0 {x+1}
0
N
0

{x+1}

N[ O |Gl kW (N =] O
—~—
=
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Im Beispiel:

=S || &®

{x+1}

1} {x+1}

A
0
0
0 {x+1}
0
N
0

{x+1}

N[ O |Gl kW (N =] O
—~—
=
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Im Beispiel:

=S || &®

{x+1}

1} {x+1}

A
0
0
0 {x+1}
0
N
0

{x+1}

N[ O |Gl kW (N =] O
—~—
=
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Zur Korrektheit:

Sei m=nk einPfadmit k = (u,T =¢;,0).

Dann gilt: ¢ € Blu] dau nureine ausgehende Kante hat :-)

Wir haben:
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Zur Korrektheit:

Sei m=nk einPfadmit k = (u,T =¢;,0).
Dann gilt: ¢ € Blu] dau nureine ausgehende Kante hat :-)

Wir haben:

B AVB AVB B
T = e;

O—0O~0O~0O~w—@
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Zur Korrektheit:

Sei m=nk einPfadmit k = (u,T =¢;,0).
Dann gilt: ¢ € Blu] dau nureine ausgehende Kante hat :-)

Wir haben:

B AVB AVB B
T = e;

O—0O~0O~0O~w—@
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Zur Korrektheit:

Sei m=nk einPfadmit k = (u,T =¢;,0).

Dann gilt: ¢ € Blu] dau nureine ausgehende Kante hat :-)

Wir haben:
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Wir schliefsen:

e Uberall, wowir T =e¢; gestrichen haben, ist ¢
verfligbar :-)

— Korrektheit der Transformation

e Jedem T — ¢;,daswirin einen Pfad einfiigen, entspricht ein
T = ¢; , das wir gestrichen haben :-))

— Nicht-Verschlechterung der Transformation
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1.8 Anwendung: Schleifen-invarianter Code

Beispiel:

for (i=0;i < n;i++)
alil] = b+ 3;

// Der Ausdruck b+ 3 wird in jeder Iteration berechnet :~(

// Das wollen wir vermeiden :-)
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Der Kontrollfluss-Graph:
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Achtung:

T = b-+3; darfnicht vor der Schleife stehen :

——> EHs gibt keinen guten Platz fiir T =0+ 3;
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Idee: Transformiere in eine  do-while-Schleife ...

Neg(i < n) Pos(i < n)
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... jetzt gibt es eine Stelle fiir T =¢; :-)

Neg(i < n)

Neg(i < n)v Pos(i < n)
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Anwendung von T6 (PRE):

Neg(i < n)

Pos(i < n)
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Anwendung von T6 (PRE):

Neg(i < n)

Pos(i < n)
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SRR N

{b+3}
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Fazit:

e Beseitigung partieller Redundanzen kann loop-invarianten
Code aus Schleifen heraus schieben :-))

e Das funktioniert nur fiir do-while-Scheifen :-(

e Um andere Scheifen zu optimieren, wandeln wir sie in
do-while-Scheifen um:

while (b) stmt —— if (b)
do stmt

while (b);

— Schleifen-Rotation
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Problem:

Haben wir das Quell-Programm nicht (mehr) zur Verfiigung,
miissen wir nachtrdglich die Schleifen (-kopfe) identifizieren ;-)

— Pradominatoren

u pradominiert v, fallsjeder Pfad 7 :start —* v Knoten u
enthdlt. Wir schreiben: u = 0.

“=" st reflexiv, transitiv und anti-symmetrisch  :-)
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Berechnung:

Wir sammeln die Knoten entlang Pfaden auf mithilfe der Analyse:

P — 2Nodes ) C — O

[P = PU{v}

Dann ist die Menge P[v] der Pridominatoren:

Plo) = ({[n]* {start} | 7 : start —* v}
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Dadie [k]* distributiv sind, konnen wir die P[v] mithilfe
von Fixpunkt-Iteration berechnen :-)

Beispiel:

(0) P
{0}

(1) {0,1)
(0,1,2)
{0,1,2,3}
{0, 1,2,3, 4}
{0,1,5}

©

G W I~ |O

o
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Die partielle Ordnung “=" im Beispiel:

10}

10,1}

{0,1,2}

{0,1,2,3}

{0,1,2,3,4}

G W I~k |O

{0,1,5}
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Offenbar ist das Ergebnis ein Baum :-)

Tatsdchlich gilt:

Satz:

Jeder Punkt © hat maximal einen unmittelbaren Pradominator.

Beweis:

Annahme:

Es gdbe 1y # u, ,die ©v unmittelbar pradominieren.
Galte u; = u, ,ware u; nichtunmittelbar.

Folglich miissen 1,1, unvergleichbar sein :-)
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Nun gilt fiir jedes 7 : start —* v :

T = 711 T mit 71 start —™ uy

7T21M1—>*U

Sind 4,1, aber unvergleichbar, gibt es einen Pfad: start —* v
ohne u,:
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Nun gilt fiir jedes 71 : start —* v :

7T = 71 7D mit m - start —F 1y

T iU — U

Sind uq,u, aber unvergleichbar, gibt es einen Pfad: start —* v
ohne u,:
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Beobachtung:

Der Schleifenkopft einer while-Schleife dominiert jeden Knoten des
Rumpfs.

Einen Riicksprung vom Ende u zum Schleifenkopf ©
erkennt man daran, dass

v € Plul

Damit definieren wir:
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Transformation 7:

[Z5] Q 7) ] p
Neg Pos ( % 1,0 € P u] Neg (e ( ) 0s (
Neg (e ( ) Pos ( ?

Wir duplizieren den Eintritts-Test an alle Riicksprung-Stellen :-)
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... im Beispiel:
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... im Beispiel:

1=0;
ok
Neg(i < n) Pos(i < n)

@ 0,1,2,3,4,5,6
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... im Beispiel:

1=0;
ok
Neg(i < n) Pos(i < n)

@ 0,1,2,3,4,5,6
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... im Beispiel:

1 =

Q 0,1

Neg(i < n) Pos(i < n)
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Achtung:

Es gibt ungewohnliche Schleifen, die so nicht rotiert werden:

Q Pradominatoren: @
©) ©

O
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... leider aber auch gewohnliche, die nicht rotiert werden:

0 (©
0 (1)
® ©
3 (3
4 O

Hier miisste man den ganzen Pfad zwischen Riicksprung und
Bedingung duplizieren :-(
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... leider aber auch gewohnliche, die nicht rotiert werden:

o) (©
0 (1)
® ©
3 (3
4 O

Hier miisste man den ganzen Pfad zwischen Riicksprung und
Bedingung duplizieren :-(
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... leider aber auch gewohnliche, die nicht rotiert werden:

& ; @.e

4 O~®

Hier miisste man den ganzen Pfad zwischen Riicksprung und

Bedingung duplizieren :-)
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1.9 Beseitigung partiell toten Codes

Beispiel:

x +1 muss nur auf einem der Pfade berechnet werden
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Idee:
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Problem:

e Die Definition 7T, = ¢; darfnur dorthin geschoben werden,
wo sie eh verfiigbar ist  ;-)

e Die Definition muss weiterhin fiir Benutzungen zur
Verfiigung stehen ;-)

—

Wir schieben sie an den Anfang einer Kante (1, /ab,v) mit:
1. ee Aluj;und
2. eg¢g Alv] Vv T, € Use(lab)
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Dabei ist:

lab Use

Pos(e) | Vars(e)
Neg(e) | Vars(e)
T, =e¢; | Vars(e)
x = R; {R}
x=M|R];| {R}
M|R] = x; | {x,R}
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Achtung:

Wir konnen T, — ¢; nur verschieben, falls ¢ am Ende der
Kante verftigbar ist:

Offenbarist x+1 mnichtan 1 verfligbar, darf also nicht
verschoben werden !!!
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Transformation 8.1:

Transformation 8.2:

lab

e € Alul
e & Alv] Vv T, € Use(lab)

#
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Beachte:

Die Transformation T8 ist nur sinnvoll, nachdem T1
gemacht wurde.

Im Beispiel beseitigt sie den partiell toten Code:

{x+1}
{x+1}
{x+1}
{x+1}

=~ W N = O
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Beachte:

Die Transformation T8 ist nur sinnvoll, nachdem T1
gemacht wurde.

Im Beispiel beseitigt sie den partiell toten Code:

{x+1}
{x+1}
{x+1}
{x+1}

=~ W N = O
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Fragen:

(1)  Ist die Transformation korrekt ?7?

(2)  Ist sie beweisbar nicht-verschlechternd 77?7

Beispiel:

{x+1}
{x+1}
{x+1}
{x+1}

=~ W N = O
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Fragen:

(1)  Ist die Transformation korrekt ?7?

(2)  Ist sie beweisbar nicht-verschlechternd 77?7

Beispiel:

{x+1}
{x+1}
{x+1}
{x+1}

=~ W N = O
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Offenbar

kann schleifen-invarianter Code entstehen ;-(
kann Code dupliziert werden :-(
kann eine Verschlechterung eintreten !!!

kann diese Verschlechterung im Beispiel durch
(Schleifen-Rotation und) PRE wieder beseitigt werden :-))

Immer?
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Fazit:

Das Design einer sinnvollen Optimierung ist nicht ganz
einfach.

Optimierungen, die ein Programm verbessern, konnen
andere dramatisch verschlechtern :-(

Manche Transformationen entfalten ihre Wirkung erst in
Verbindung mit weiteren Optimierungen :-)

Die Reihenfolge der angewandten Optimierungen ist
entscheidend !!

Manche Optimierungen konnen iteriert angewandt
werden !!!
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... eine sinnvolle Abfolge:

15 | Konstanten-Propagation
Intervall-Analyse

Alias-Analyse

17 | Schleifen-Rotation

T1 | Hilfsvariablen fiir Ausdriicke

12 | vertiigbare Ausdriicke

14 | Move-Optimierung

13 | tote Zuweisungen

18 | partiell toter Code

T6 | partiell redundanter Code
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2 Ersetzung teurer Berechnungen durch

billigere

2.1 Reduction of Strength

(1)

Polynom-Berechnung
f(x) =a, - x"4+a, - X"+, 4+a-x+ag
Multiplikationen | Additionen
naiv n(n+1) n
Wiederverwendung 2n —1 n

Horner-Schema

n

n
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Idee:

f(x) = (..((ap-x+a,1) x+a,2)...) X+ ag

(2) Tabellierung eines Polynoms  f(x) vom Grad n:

—  Furjeden Wert f(x) neuauszuwerten ist zu teuer :-)

—  Glucklicherweise sind die  7n-ten Differenzen konstant !!!
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Beispiel: f(x) =3x%—5x>+4x+13

nil f(n)| A | A* | A3
0| 13 2 8 |18
1 15 | 10 ||26

2| 25 ||36

31 |61

4

Dabei ist die n-te Differenz stets

Ay(f)=mn!-a, K" (h Schrittweite)
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Kosten:

e n mal f auswerten;

1

5 (n—1)-n Subtraktionen, um die A¥  zu berechnen;

e 2n—2 Multiplikationen, um A (f) zuberechnen;

e 1 Additionen fiir jeden weiteren Wert :-)

Anzahl der Multiplikationen hdngt nur von 7n ab :-))
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Einfacher Fall: f(x)=ay1 x4+ ag

e ... kommt in vielen numerischen Schleifen vor :-)

e Die ersten Differenzen sind bereits konstant:
flx+h)—f(x)=ar-h

o Anstelle einer Folge: yi=f(xo+i-h), i>0
berechnen wir: yo=f (%), A=ay-h

yi=vyi1+A, i>0

491



Beispiel:

for (i =ip;i<mi=i+h) {
A=Ay+b-i;
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.. bzw. nach Schleifen-Rotation:

I =1, Neg(i < n)
if (i<n) do {

A=Ao+Db-i

M[A] =...;

i=1+h;

} while (i < n);
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.. und Reduktion der Starke:

1 =ip;

if (i<n) {
A=Db-I Neg(i < n)
A=Ag+Db- iy

do {
M[A]=...;
=1+ h;
A=A+ A
} while (i < n);

494



Achtung:

e DieWerte 0,11, Ay durfen sich in der Schleife nicht d&ndern.

e |, A dirfennur genau an einer Stelle in der Schleife
modifiziert werden  :-(

e Man konnte versuchen, die Variable i ganz einzusparen :

i darf sonst nicht weiter benutzt werden.

l

l

Man muss die Initialisierung transformieren in:
A — AO —|— b : io .

—  Man muss die Schleifenbedingung i < n
transformierenin: A < N fir N = Ay +b-n.

— b muss ungleich Null sein !!!
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Vorgehen:

Identifizieren von

Schleifen;
Iterations-Variablen;
Konstanten;

den richtigen Benutzungs-Strukturen.
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Schleifen:

... identifizieren wir durch einen Punkt v, zu dem ein
Riicksprung (_, ,v) existiert :-)

Fir den Teilgraphen G, des CFGauf {w|v = w}
definieren wir:

Looplv] = {w|w—*v in G,}
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Beispiel:

(0) P
0 {0}
(L) 1 0,1}
2| {0,1,2}
© 2 3| {0,1,2,3)
(3 41{0,1,2,3,4}
y 5| {0,1,5)
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Beispiel:

(0) P

10}

10,1}

{0,1,2}

{0,1,2,3}

{0,1,2,3,4}

G W I~k |O

{0,1,5}
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Beispiel:

(0) P

10,1}

{0,1,2}

(0}
& G

{0,1,2,3}

{0,1,2,3,4}

G W I~k |O

{0,1,5}
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Wir sind an Kanten interessiert, die pro Iteration exakt einmal

:

Das ist graphentheoretisch nicht ganz leicht auszudriicken :-(

ausgefiihrt werden:
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Man konnte solche Kanten k selektieren, dass:

e der Teilgraph G = Loop[v]\{(_, ,v)} zusammenhingend
1st;

e der Graph G\{k} in zwei unverbundene Teilgraphen
zerfallt.
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Man konnte solche Kanten k selektieren, dass:

e der Teilgraph G = Loop[v]\{(_, ,v)} zusammenhidngend
1st;

e der Graph G\{k} inzwei unverbundene Teilgraphen
zerfallt.

Auf der Source-Programm-Ebene ist das dagegen trivial:

do { s1...s¢
} while (e);

Die gesuchten Zuweisungen miissen unter den s; sein :-)
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[terationsvariable:

i heifst Iterationsvariable, wenn die einzige Definition von i in der
Schleife an einer Kante erfolgt, die den Rumpf separiert, und von
der Form:

1 =1+ h;

ist fiir eine Schleifen-Konstante /1.

Eine Schleifen-Konstante ist einfach eine Konstante (z.B. 42) oder,
etwas liberaler, ein Ausdruck, der nur von Variablen abhdngt, die
innerhalb der Schleife nicht modifiziert werden :-)
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(3) Differenzen fiir Mengen

Betrachte die Fixpunkt-Berechnung:
x =10
for (t=Fx;t £ x;|t=Fx;))

x=xUft;

Ist F distributiv, koOnnte man sie ersetzen durch:

x = ()
for (A=Fx;A#0;)A=(FA)\ x;|)
x=xUA

Die Funktion F muss jetzt nur noch fiir die kleineren Mengen
A ausgerechnet werden :-) semi-naive Iteration
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Statt der Folge: (0 C F(0) C F*() C
berechnen wir: A; U A, U ...
wobei: Aiv1 = F(F(0))\F(0)
= F(A)\(AU...UA;)) mit Ag=10

Nehmen wir an, die Kostenvon F x seien 1+ #x.

Dann summieren sich die Kosten zu:

naiv 1+2+...4n+n = In(n+3)

semi-naiv 2n

wobei 7 die Kardinalitdt des Ergebnisses ist.

— Man spart einen linearen Faktor :-)

506



2.2 Peephole Optimierung

Idee:

e Schiebe ein kleines Fenster tiber das Programm.

e Optimiere agressiv innerhalb des Fensters. D.h.:

—  Beseitige Redundanzen!

—  Ersetze innerhalb des Fensters teure Operationen
durch billige!
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Beispiele:

x=x+1; — X4+
/| sofern es dafiir eine spezielle Instruktion gibt :-)
z=y—a+a, —— z=Y;
/| algebraische Umformungen :-)
X = X; N ;
x =0; X=X
X=2-x; — X = x4+ x;
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Wichtiges Teilproblem: nop-Optimierung

lab # lab

— Ist (vy,;,v) eineKante, hat ©v; keine weitere
ausgehende Kante.

l

Folglich diirfen wir ©; und © identifizieren :-)

l

Die Reihenfolge der Identifizierungen ist egal :-))
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Implementierung:

e Wir konstruieren eine Funktion next : Nodes — Nodes mit:

nextv  falls (u,;,v) Kante
next u =
u sonst

Achtung: Diese Definition ist nur rekursiv, wenn es
;-Schleifen gibt 777

e  Wir ersetzen jede Kante:
(u,lab,v) — (u, lab, next v)

...sofern [lab # ;

e Alle ;-Kanten werfen wir weg ;-)
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Beispiel:

511

next 1
next 3

next 5



Beispiel:
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next 1
next 3

next 5



2. Teilproblem:  Linearisierung

Der CFG muss nach der Optimierung wieder in eine lineare
Abftolge von Instruktionen gebracht werden :-)

Achtung:

Nicht jede Linearisierung ist gleich gut !!!
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Beispiel:

0:

1:  if (e;) goto 2;
4.  halt

2:  |Rumpt

3:

if (¢;) goto 4;

goto 1;

Schlecht: Der Schleifen-Rumpf wird angesprungen  :-(
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Beispiel:

if (le1) goto 4;

Rumpf

if (le,) goto 1;
halt

S S

//  besseres Cache-Verhalten :-)
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Idee:

e Gibjedem Knoten eine Temperatur!

e Springe stets zu

(1) bereits behandelten Knoten;
(2)  kalteren Knoten.

e Temperatur ~ Schachtelungstiefe

Zur Berechnung benutzen wir den Pradominator-Baum und starke
Zusammenhangskomponenten ...
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... im Beispiel:

o

Der Teilbaum mit Riicksprung ist heifser ...
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... im Beispiel:
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Komplizierteres Beispiel:
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Komplizierteres Beispiel:
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Komplizierteres Beispiel:
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Unsere Definition von Loop sorgt dafiir, dass (erkannte)
Schleifen geschachtelt auftreten :-)

Sie ist auch fiir do-while-Schleifen mit breaks verniinftig...

i | 53 e
@/
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Unsere Definition von Loop sorgt dafiir, dass (erkannte)
Schleifen geschachtelt auftreten :-)

Sie ist auch fiir do-while-Schleifen mit breaks verniinftig...

< L
@/

(U
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Zusammentfassung:  Das Verfahren

(1) Ermittlung einer Temperatur fiir jeden Knoten;
(2)  Pra-order-DEFS tiber den CFG;

—  Fihrt eine Kante zu einem Knoten, fiir den wir bereits
Code erzeugt haben, fiigen wir einen Sprung ein.

—  Hat ein Knoten zwei Nachfolger unterschiedlicher
Temperatur, fiigen wir einen Sprung zum kilteren
der beiden ein.

—  Hat ein Knoten zwei gleich warme Nachfolger, ist es
egal ;-)
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2.3 Funktionen

Wir erweitern unsere Mini-Programmiersprache um Funktionen
und Funktions-Aufrufe. Dazu fithren wir neue Statements ein:

ret = f(by,..., bx); return e;

Jede Funktion f besitzt eine Definition:

f(ay, ..., a,) { stmt™ }

// a; formale Parameter
// b; aktuelle Parameter
/| ret Register fiir Riickgabewert

Die Programm-Austiihrung startet mit dem Aufruf einer
(parameterlosen) Funktion main () .
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Beispiel:

main () { fa1) 1

b, = 3; if (a1 <1) return 1;
ret = f(b1); by =a, —1;
MI[17] = ret; ret = f(by);

return O; return a, - ret;

Solche Programme lassen sich durch eine Menge von CFGs
darstellen: einem fiir jede Funktion ...
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... im Beispiel:

main()

bl = 3;
D

ret = f(b1);
@

M|[17] = ret;

return 0

®
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Um solche Programme zu optimieren, bendtigen wir eine
erweiterte operationelle Semantik ;-)

Programm-Austiihrungen sind nicht mehr Pfade, sondern Walder:

ret = f();
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... im Beispiel:
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Die Funktion [.] erweitern wir auf Berechnungs-Walder w:

[w] : (Vars - Z) x (N — Z) — (Vars — Z) x (N — Z)

Fiir einen Aufruf k = (u,ret = f (by,...,bx);,v) miissen wir:

e die Anfangwerte der lokalen Variablen ermitteln:

pb;, falls x =g,
entery p x =
0 sonst

e .. den berechneten Riickgabe-Wertin ret ablegen:

combine (p1, p2) = p1 @ {ret — pyret}
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e ..dazwischen den Berechnungs-Wald der Funktion
auswerten:

[k (w)] (p,u) =
t (o1, ) = [w] (entery p, )
(

in  (combine (p,p1), 1)

Ein Return k = (u,return ¢;,v) isteine Zuweisung an ret:

k] (o) = (o ® {ret — [e] o}, 1)
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Achtung:

o [w] isti.a.nur partiell definiert :-)

e Die Benutzung von speziellen Registern a4, b;, ret
reprdsentiert eine bestimmte Aufruf-Konvention.

e Die normale operationelle Semantik arbeitet mit
Konfigurationen, die Aufrufkeller verwalten.

e Berechnungs-Wailder eignen sich aber besser zur
Konstruktion von Analysen und Korrektheitsbeweisen :-)

e Esisteine ldstige (aber niitzliche) Aufgabe, die Aquivalenz
der beiden Ansédtze zu zeigen ...
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Konfigurationen:

configuration = stack X store

store — N—=Z

stack — frame - frame
frame — point X locals
locals —  (Vars — Z)

Ein frame (Kellerrahmen) beschreibt den lokalen
Berechnungszustand innerhalb eines Funktionsaufrufs :-)

Den Rahmen des aktuellen Aufrufs schreiben wir links.
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Berechnungsschritte beziehen sich auf den aktuellen Aufruf :-)

Zuséatzlich benotigte Arten von Schritten:

Aufruf k= (u,ret = f (by,.

(

(u, p)

- 0, FL)

Rickkehr:

(

Riickgabe:

(7, p2) - (v, p1)

(

(u, p)

- 0, FL)

—

..,bk);,v)

(uf,enteryp) - (v, p) |- O, 1)

ur Anfangspunktvon f

'O—//'L) — (

(v, combine (p1,02)) |- 0, 1)

rs  Endpunktvon f

k = (u,return e;,0)

—
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Mit dem Aufruf-Keller verwalten wir explizit den DFS-Durchlauf
tiber den Berechnungswald :-)

... im Beispiel:

1| by —3
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Mit dem Aufruf-Keller verwalten wir explizit den DFS-Durchlauf
tiber den Berechnungswald :-)

... im Beispiel:

5 a1 +—3
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Mit dem Aufruf-Keller verwalten wir explizit den DFS-Durchlauf
tiber den Berechnungswald :-)

... im Beispiel:

7|a1—3
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Mit dem Aufruf-Keller verwalten wir explizit den DFS-Durchlauf
tiber den Berechnungswald :-)

... im Beispiel:

5| a1 +— 2

8| a1 +—3
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Mit dem Aufruf-Keller verwalten wir explizit den DFS-Durchlauf
tiber den Berechnungswald :-)

... im Beispiel:

! a1H2

8| a1 +—3
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Mit dem Aufruf-Keller verwalten wir explizit den DFS-Durchlauf
tiber den Berechnungswald :-)

... im Beispiel:

a1H1

alHZ

alHB

N (|| OO ([ CO (|| O1
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Mit dem Aufruf-Keller verwalten wir explizit den DFS-Durchlauf
tiber den Berechnungswald :-)

... im Beispiel:

10| ret — 1

8| a1 +—3
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Mit dem Aufruf-Keller verwalten wir explizit den DFS-Durchlauf
tiber den Berechnungswald :-)

... im Beispiel:

8|ret—1

8| a1 +—3
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Mit dem Aufruf-Keller verwalten wir explizit den DFS-Durchlauf
tiber den Berechnungswald :-)

... im Beispiel:

10| ret — 2

8| a1 +—3
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Mit dem Aufruf-Keller verwalten wir explizit den DFS-Durchlauf
tiber den Berechnungswald :-)

... im Beispiel:

8| retr— 2
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Mit dem Aufruf-Keller verwalten wir explizit den DFS-Durchlauf
tiber den Berechnungswald :-)

... im Beispiel:

10| ret — 6
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Mit dem Aufruf-Keller verwalten wir explizit den DFS-Durchlauf
tiber den Berechnungswald :-)

... im Beispiel:

2| ret— 6
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Diese operationelle Semantik ist einigermafsen realistisch  :-)

Kosten eines Prozedur-Aufrufs:

Vor Betreten des Rumpfs: ¢ Anlegen eines Kellerrahmens;
o Retten der Register;
o Retten der Fortsetzungsaddresse;

e Anspringen des Rumpfs.

Bei Beenden des Aufrufs: ¢ Aufgeben des Kellerrahmens;
o Restaurieren der Register;
o Ubergeben des Ergebnisses;
o Riicksprung hinter die Aufrufstelle.

— ... ziemlich teuer !!!
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1. Idee: Inlining

Kopiere den Funktionsrumpf an jede Aufrufstelle !!!

Beispiel:
abs (a1) { max (a,,a;) {
by = aq; if (a1 <ay) return a,;
b, = —ay; return a;;
ret = max (b1, by); }

return ret;
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.. liefert:

abs (a1) {
by = ay;
by = —ay;
1y = by;
1y = by;

max .

if (11 <a) { ret =ay;

ret = ay; goto _muax;

goto _muax; }

return ret;
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Probleme:

e Der einkopierte Block modifiziert evt. die a;,b; :-(

e Allgemeiner: Mehrfachbenutzung gleicher Variablennamen
kann zu Fehlern fiihren;

e  Mehrfach-Verwendung einer Funktion fiihrt zu
Code-Duplizierung :-((

e  Wie gehen wir mit Rekursion um 7?77
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Erkennen von Rekursion:

Wir konstruieren den Aufruf-Graph des Programms.

In den Beispielen:

(main)

abs
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Aufruf-Graph:

e Die Knoten sind die Funktionen.

e Fine Kante geht von ¢ mnach /1, sofern der Rumpf von
¢ einen Aufruf von /1 enthalt.

Strategien fiir Inlining:

e Kopiere nur Blatt-Funktionen ein, d.h. solche ohne weitere
Aufrufe :-)

e Kopiere samtliche nicht-rekursiven Funktionen ein!

... wir betrachten hier nur Blatt-Funktionen ;-)

552



Transformation 10:

ret = f(b1,. . .,bk),'

Kopie

return von f

ret =
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Beachte:

e Blatt-Funktionen benutzen keine Variablen b; :-)

e Die Variable ret der ein-kopierten Funktion wird mit der
Variablen ret der aufrufenden identifiziert.

Das spart uns eine Umspeicherung :-)

e Die Nop-Kante kdnnen wir ebenfalls einsparen, da der
stop-Knoten von  f selbst keine ausgehenden Kanten hat ...

e Die as; sind die Kopien der aktuellen Parameter von f.

e Eigentlich miissten wir alle anderen Variablen von f noch
mit 0 initialisieren :-)
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2. Idee: Beseitigung von Endrekursion

Betrachte das folgende Beispiel:

f (a1, a2) {

if (2, <1) return ay;
by = ay - a;

b, =a; —1;

ret = f (b1, by);

return ret;

}

Der Funktionsaufruf im Rumpf liefert das Ergebnis.
Nach dem Funktionsaufruf gibt es im Rumpf nichts mehr zu tun.

—_— Wir konnten ihn direkt anspringen :-)
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... das liefert im Beispiel:

f (a1, a2) {

_fif (a2 < 1) return ag;

by = ay - ay;
by =a; —1;
a; = by;
ay = by;
goto _f;
}
// Das funktioniert, weil wir Referenzen auf Variablen

// verbieten.
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Transformation 11:

O,
<i>ret_f(b1,...,bk); ary = by;

return ret; return ret;

——>

flay, ..., ar) : \\7::> flay, ..., a):

arix = by;
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Achtung:

l

l

l

Diese Optimierung ist besonders wichtig bei
Programmiersprachen ohne Iterationskonstrukte !!!

Duplizieren von Code ist nicht erforderlich :-)
Variablen brauchen nicht umbenannt zu werden :-)

Die Optimierung hilft auch bei nicht-rekursiven
Endaufrufen :-)

Der entstehende Code kann Spriinge aus dem Rumpf einer
Funktion in eine andere enthalten 7?7
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Exkurs 4: Interprozedurale Analyse

Bisher kénnen wir nur jede Funktion einzeln analysieren.

—  Die Kosten halten sich in Grenzen :-)

—  Die Techniken funktionieren auch bei getrennter
Ubersetzung :-)

—  An Funktionsaufrufen miissen wir das Schlimmste
annehmen :-(

—  Konstantenpropagation funktioniert nur fiir lokale
Konstanten :-((

Frage:

Wie analysiert man rekursive Programme 7?7
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Beispiel:

Konstantenpropagation

if (t) print();

ret = work (by);

return 1 — ret;
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work(ay) {

If (611) {
by = ay;
work(b1);
h

return ai;



Beispiel: Konstantenpropagation

work (a7) \

(7)
Neg (a1) Pos (a1)
®
b1 = ay;
(9
ret = work(by);
19

% return a;

éret = work(by);

return 1 — ret;

®
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Beispiel: Konstantenpropagation

main() worko () N\
©
t=20;
] 3
: 9
8

b, = 0; % return 0;

ret = workg();

% return 1;

(@)
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(1)  Funktionaler Ansatz:

Sei [ ein vollstdndiger Verband von (abstrakten) Zustdnden.

Idee:

Repriasentiere den Effekt von /() durch eine Funktion:

[f]F : D—D
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Micha Sharir, Tel Aviv University Amir Pnueli, Weizmann Institute
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Um den Effekt einer Aufrufskante k = (u,ret = f (by,...,bi);,0)
zu ermitteln, benotigen wir abstrakte Funktionen:

enterjjjf . D —D

combine! : D? - D

Damit erhalten wir:

[kK]* D = combine* (D, [f]* (enter]ﬁ( D))
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.. fiir Konstantenpropagation:

D = (Vars = Z"),
ﬁ (1 falls. D=1
entery D = ‘
| {ai— (Db;)|i=1,...,k} sonst
| (1 falls Dy =1VvD,= 1
combine? (Dy,D;) = ¢
| D1 ® {ret — (Dy ret)} sonst
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Um die Effekte [f]* zu ermitteln, stellen wir ein
Constraint-System iiber dem vollstdandigen Verband D — D
auf:

[o]* 2 Id v Eintrittspunkt
[o]* 3 [k]F o [u] k= (u, ,v) Kante
I* 3 [stop f]]jj stop, Endpunktvon f

[0]* : D — D beschreibt den Effekt aller Prifixe der
Berechnungswilder w einer Funktion, die vom Eintrittspunkt
nach © fihren :-)
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Probleme:

e Wie beschreibt man eine Funktion f : D — I ??7

o Ist #D =o00,hat D — D unendliche aufsteigende Ketten
=(

Vereinfachung:  Kopier-Konstanten

—  Bedingungen interpretieren wir wieein ; :-)

—  Wir behandeln exakt nur Zuweisungen x —¢; mit
ec VarsUZ :-)
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Beobachtung:

—  Die Effekte von Zuweisungen sind:

(D& {x— c} falls c=ceZ
D®{x— (Dy)} falls e=y e Vars
| D& {x— T} sonst

[x =¢]*D =

_/\

—  Sei V die (endliche !'') Menge der konstanten rechten
Seiten. Dann haben Variablen stets Werte aus V' :-))

—  Die auftretenden Effekte sind enthalten in
Df—> Dy mit D= Vars—>V'),

—  Dieser Verband ist riesig, aber endlich !!!
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Verbesserung;:

—  Nicht alle Funktionen aus D 5 — Dy kommen wirklich
vor :-)

—  Alle vorkommenden Funktionen AD.l # M sind von
der Form:

M = {x— (b: U, v) | x € Vars} wobei:
MD = {x— (b.Ull,e, Dy)|xe€ Vars} fur D # L

— Sei M die Menge aller dieser Funktionen. Dann gilt fiir
M, M, € M (M1 7£ AD. L ?é Mz)l

(Ml L Mz) X = (Ml X) L (Mz X)

—  Fir k=#Vars hat M dieHohe (k+1)-k+1 :)
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Verbesserung (Forts.):

—  Auch die Komposition ldsst sich direkt implementieren:

(MioM) x = b Ullepy mit
b = bU|]..b.
I' = U.o L sofern

M2 Zz = bz |—||_|yelzy

—  Die Effekte von Zuweisungen sehen dann so aus:

Cldv B {x—c} falls e=ceZ
[x =¢]F =

I\

Idy,. ®{x+— y} falls e=y e Vars
| Iy @ {x+— T} sonst
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... im Beispiel:

[t =0;]* = {a; v+~ ay, by by, ret—ret,|t— 0}

[b1 = a;;]* = {a; — ay,|by — a; ), ret — ret, t +— t}

Um die Analyse zu implementieren, miissen wir nur noch den

Effekt eines Aufrufs k= (_,ret = [ (by,...,b;);,_) ausdem
Effekt der Funktion [ ermitteln:

K = H (UT)  wobei
H; (M) Id @ {ret — ((MoEj) ret)}

bi falls x = a;
Ef X =
0 sonst
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... im Beispiel:

Falls [work]*

{a1 — &Zl,bl — bl, ret +— 611}

dann  H,on [work]* = 1d @ {ret — (([work]* o Ef) ret)}

|d@{ret —> (

{a; — by, by — 0,ret — Dby}

= {ay — ay, by — by, ret — by}

Damit konnen wir die Fixpunkt-Iteration durchfithren :-)
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work (a1) \

(7)
Neg (a1) Pos (a1)

b1 = ay;

ret = work(by);

19

return a;

109, ..., 10)] o [9]*

1
7 | {a1 — ay, by — by, ret — ret}
10 | {a; — aq, by +— by, ret — ret}
11 | {ay > ay, b1 — by, ret — a1}
8 | {a1 — ay, by — by, ret — ret}
9| {a; — ay, by — ay,ret — ret}

{Lll —> 611,[71 — b1, ret — bl} O
{a; — a1, by — aq, ret — ret}

{611 > Ell,bl — a1, ret — 611}
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work (a1) \

(7)
Neg (a1) Pos (a1)

b1 = ay;

ret = work(by);

19

return a;

109, ..., 10)] o [9]*

2

10
11

{a; — a1, by — by, ret — ret}

{611 — ay,by — ay Uby, ret — a; U ret}

{611 —> Ell,bl — a7 U bl, ret — ﬂl}

{a; — a1, by — by, ret — ret}

{a; — a1, by — aq, ret — ret}

{Lll —> 611,[71 — b1, ret — bl} O

{a; — a1, by — aq, ret — ret}

{611 > Ell,bl — a1, ret — 611}




Wenn wir die Effekte von Funktionsaufrufen kennen, konnen wir

ein Constraintsystem aufstellen, um den abstrakten Zustand bei

Erreichen eines Punkts ermitteln:

‘main|
]

g

g

I I

enterg dy
enter’ (R[u]) k= (u,ret = f(ay,...,ar);,_) Aufruf
R[f] v Anfangspunkt von f

[k]* (R[u]) k= (u, ,v) Kante
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... im Beispiel:

{by — 0,ret — 0, +— 0}
{by — 0,ret — 0, +— 0}
{by — 0,ret — 0,t— 0}
{b; — O,ret — T,t— 0}
{b; — O,ret — T,t— 0}
{by — 0,ret — 0, +— 0}
{by— 0,ret — T,t— 0}

SN O = LW h —, O

@
@
éret = work(b1);

return 1 — ret;

®
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Diskussion:

e Zumindest Kopier-Konstanten lassen sich interprozedural
ermitteln.

e Dazu mussten wir Bedingungen und kompliziertere
Zuweisungen ignorieren :-(

e In der zweiten Phase hitten wir allerdings exakter rechnen
konnen :-)

o Die weitere Abstrahierung war aus zwei Griinden notwendig:

(1)  Die Menge der auftretenden Transformer
M C D— D mussendlich sein;

(2)  Die Funktionen M € M miissen effizient
implementierbar sein :-)

e Auf die zweite Bedingung kann evt. verzichtet werden ...
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Beobachtung: Sharir/Pnueli, Cousot

—  Oft werden Funktionen nur mit wenigen verschiedenen
abstrakten Argumenten aufgerufen.

—  Man konnte dann doch jede Funktion fiir nur genau diese
Aufrufe analysieren :-)

—  Stelle das folgende Constraint-System autf:

[v,a]* 3 a v Eintrittspunkt
[v,a]* 3 combine? ([u,a], ﬂf,enterj’jr [u, a]*]*)
(u,ret = f(ay,...,a);,v) Aufruf
[v,a]* 3 [lab]* Ju,a]* k= (u,lab,v) Kante
[f,al* 3 [stop,a]*  stop, Endpunktvon f

/] o, El]]jj —  Wert des Effekts fiir das Argument 4.
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Diskussion:

e Dieses Constraint-System ist i.a. riesengrofs :-(
e  Wir wollen es aber gar nicht komplett 16sen !!!

e Uns reicht es, die korrekten Werte fiir alle Aufrufe zu
ermitteln, die vorkommen, d.h. fiir die Berechnung des Werts
[main(),a0]* bendtigt werden —— wir verwenden
unseren lokalen Fixpunkt-Algorithmus  :-))

e Der Fixpunkt-Algo liefert uns sogar noch die Menge der
aktuellen Parameter a € D, fiir die eine Funktion
(moglicherweise) aufgerufen wird sowie die Werte an allen
ihren Programm-Punkten fiir jeden dieser Aufrufe :-)
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... im Beispiel:

Versuchen wir einfach einmal eine volle Konstanten-Propagation ...

Ax.0 | Ax.0

Ax.0 | Ax.0

Ax.0 | L

Ax.0 | Ax.0

Ax.0 | Ax.0

Ax.0 | Ax.0

Ax.0 | L

Ax.0 | L

Ax.0 | Ax.0

Ax.0 | Ax.0

Ax.0 | Ax.0

Ax.0 | (Ax.0) @ {ret+— 1}
Ax.0 | (Ax.0) P {ret — 1}

ret = work(by);

return ay;

S
I
=
O 0 NI =~ W DD = O

p—
O

©
@
éret = work(b1);

&

p—
—

return 1 — ret;

~— O\ Ui

main(
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Diskussion:

e Im Beispiel terminiert die Analyse schnell :-)

e Falls DD endliche Hohe hat, terminiert die Analyse, sofern
nur jede Funktion wahrend der Iteration nur mit endlich
vielen verschiedenen Argumenten aufgerufen wird :-))

e Analoge Analyse-Algorithmen erwiesen sich bei der Analyse
von Prolog als dufserst effizient und préazise :-)

e Zusammen mit einer Points-To-Analyse und Propagation
selbst von negativer Konstanten-Information haben wir
diesen Algorithmus dufserst erfolgreich zur Fehlersuche in C
mit Posix-Threads eingesetzt :-)
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(2) Der Call-String-Ansatz:

Idee:

—  Berechne die Menge aller erreichbaren Aufrufkeller!

l

Diese ist i.a. unendlich :~(

Behandle Keller bis zu einer festen Tiefe d exakt! Behalte

l

von langeren Kellern nur das obere Ende der Lange d :-)
—  Wichtiger Spezialfall: 4 = 0.

— Betrachte nur die obersten Kellerrahmen ...
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.. iIm Beispiel:

main()

(3
O
éret = work(by);

i return 1 — ret;

work (a1) \
(7)

Neg (a1) Pos (a1)

b1 = ay;

ret = work(by);

19

return aq;
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.. iIm Beispiel:

main() work (a1)

enter

combine
|

‘ret — 1 —ret;
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Die Bedingungen fiir 5,7,10 sind dann etwa:

.a.
.m.
L

combine? (R[4], R[11])

enterjjjr (R[4])
enterjhf (R[9])

|

=
—_
S,
L]

combine® (R[9], R[11])

Achtung:

Der resultierende Supergraph enthilt offensichtlich unmogliche
Pfade ...
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... im Beispiel ist das etwa:

main()

ret = print();

b1:t,'

enter

‘g combine
% ret =1 — ret;
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... im Beispiel ist das etwa:

b1 =t enter

4; combine
% ret =1 — ret;
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Beachte:

—  Im Beispiel finden wir zwar die gleichen Ergebnisse:
Mehr Pfade machen die Ergebnissse evt. weniger prdzise.

Insbesondere analysieren wir jede Funktion nur fiir ein (evt.
sehr nichtssagendes) Argument-Tupel :-(

—  Die Analyse terminiert — sofernnur [ keine
unendlichen echt aufsteigenden Ketten besitzt :-)

—  Die Korrektheit zeigt man relativ zur operationellen
Semantik mit den Stacks.

—  Fur die Korrektheit des funktionalen Ansatzes ist die
Semantik tiber Berechnungswaélder besser geeignet :-)
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3 Ausnutzung von Hardware-Einrichtungen

Frage: Wie nutzt man optimal

Register
Instruktionen
Pipelines
Caches

Prozessoren ?77?
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3.1 Register

Beispiel:

A =read();

x = M[A]

y=x-+1;

it (y) 1
M[A] =z

} else {
b=-y-y
M[A] =
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Das Programm benotigt 5 Variablen ...

Problem:

Was tun, wenn das Programm benutzt mehr Variablen als Register
dasind :+(

Idee:

Benutze ein Register fiir mehrere Variablen :-)

Im Beispiel etwa eines fiir x, f, z ...
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x = M|A]
y=x-+1;
i (y) A
M|A] =z
} else {
t=-y-y
M[A] =t
}
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R = M[A];
y=R+1;
() {
R =R"R;
M[A] =R
} else {
=—y-y
M[A] =R
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Achtung:

Das geht nur, wenn sich die Lebendigkeitsbereiche nicht
tiberschneiden :-)

Der (wahre) Lebendigkeitsbereich von x ist:

Llx] = {u|xe Llu]}

... im Beispiel:
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S P, NN W = O & NN @

{A, 2}
{A, x}
{A,t}
{A, v}
{A, x,y}
{A, x}
{A}
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S P, NN W = O & NN @

{A, 2}
{A, x}
{A,t}
{A, v}
{A, x,y}
{A, x}
{A}




Lebendigkeitsbereiche:

,..,7)
{2,3,6}
{2,4}
{5}

{7}

- RN

N
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Um Mengen kompatibler Variablen zu finden, konstruieren wir
den Interferenz-Graphen [ = (Vars, E;) , wobei:

Er={{xy} | x#y, LIx]0 L[y] # 0}

E; enthdlt eine Kante fiir x # y genaudannwenn x,y an
einem gemeinsamen Punkt lebendig sind :-)

... im Beispiel:

599



600




Variablen, die nicht mit einer Kante verbunden sind, diirfen dem
gleichen Register zugeordnet werden :-)
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Variablen, die nicht mit einer Kante verbunden sind, diirfen dem
gleichen Register zugeordnet werden :-)
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Sviatoslav Sergeevich Lavrov,
Russische Akademie der Wissenschaften (1962)
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Gregory J. Chaitin, University of Maine (1981)
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Abstraktes Problem:
Gegeben: Ungerichteter Graph (V,E).

Gesucht: Minimale Farbung, d.h. Abbildung c¢:V — N
mit

(1) c(u) #c(v) fur {u,v} €E;
2) | WHce(u) |ueV} minimal!

e Im Beispiel reichen 3 Farben :-) Aber Achtung:
e Die minimale Farbung ist i.a. nicht eindeutig :-(

o Esist NP-vollstandig herauszufinden, ob eine Farbung mit
maximal k Farben moglichist :-((

—

Wir sind auf Heuristiken angewiesen oder Spezialfdlle :-)
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Greedy-Heuristik:

e Beginne irgendwo mit der Farbe 1;

e Wihle als jeweils neue Farbe die kleinste Farbe, die
verschieden ist von allen bereits gefarbten Nachbarn;

o Ist ein Knoten gefarbt, farbe alle noch nicht gefarbten
Nachbarn;

e Behandle eine Zusammenhangskomponente nach der andern
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... etwas konkreter:

forall (v € V) clv] =0;
forall (v € V) color (v);

void color (v) {
if (clv] #0) return;
neighbors = {u € V | {u,v} € E};
clv] =1 1{k > 0| Vu € neighbors : k # c(u)};
forall (u € neighbors)
if (c(u) ==20) color (u);
}

Die neue Farbe ldsst sich leicht berechnen, nachdem die Nachbarn
nach ihrer Farbe geordnet wurden :-)
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Diskussion:

—  Im wesentlichen ist das Prd-order DES  :-)

—  In der Theorie kann das Ergebnis beliebig weit vom
Optimum entfernt sein  :-(

—  ..istaber in der Praxis ganz gut :-)

— .. Achtung: verschiedene Varianten sind patentiert !!!
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Diskussion:

—  Im wesentlichen ist das Prd-order DES  :-)

—  In der Theorie kann das Ergebnis beliebig weit vom
Optimum entfernt sein  :-(

—  ..istaber in der Praxis ganz gut :-)

— .. Achtung: verschiedene Varianten sind patentiert !!!

Der Algorithmus funktioniert umso besser, je kleiner die
Lebendigkeitsbereiche sind ...

Idee: Life range splitting
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Beispiel:

X, Y,z
Al =x+y; X,z
M[Al] = Z, X

x=x+1; X

z = M|A1]; X,z

t = M|x]; x,z,t
A, = x+t; X,z,t
MIA,| = z; x,t
y = Mlx]; Yot
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Beispiel:

X, Y,z
Al =x+y; X,z
M[Al] = Z, X

x=x+1; X

z = M[A4]; X, Z

t = M|x]; x,z,t
A, = x+t; X,z,t
MIA,| = z; x,t
y = Mlx]; Yot
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Die Lebendigkeitsbereiche von x wund 2z konnen wir
aufteilen:

L
X, Y,z

Al =x+y; X,z
MI|A{| = z; X z
xp =x+1; X1
z1 = M|A1]; X1, 21 <
t = M|xq]; X1,21,1t
Ay = x1+ 1 X1,21,t @
MIA;| = zy; X1, t
1 = M[xq]; Yi,t :
M| = t;
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Die Lebendigkeitsbereiche von x wund 2z konnen wir
aufteilen:

L
X, Y,z
Al =x+y; X,z
MI|A{| = z; X
x1=x+1; X1
z1 = M|A1]; X1, Z1
t = M|xq]; x1,21,1t

A, = x1+ ¢t X1,21,t
MIA;| = zy; x1,t
1 = M[xq]; Yi,t
M| =t
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Technisch:

Eine Kante (u,lab,v) heist x-transparent, falls [ab keine
Definition von x ist.

u,v gehoren zum selben minimalen x-Lebendigkeitsbereich , falls
xe€ LlulNLv] und wu,v durch einen ungerichteten Pfad
x-transparenter Kanten verbunden sind ...

Fiir jeden der minimalen x-Lebendigkeitsbereiche L,,...,L; fiir
wir eine Variante von x ein :-)
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Spezialfall: Basis-Blocke

Die Interferenzgraphen fiir minimale Lebendigkeitsbereiche aut
Folgen von Zuweisungen sind Intervall-Graphen:

Knoten Intervall

Kante gemeinsamer Punkt
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Zu jedem Punkt kénnen wir die Uberdeckungszahl der inzidenten
Intervalle angeben.

Satz:

maximale Uberdeckungszahl
—— (Grofse der maximalen Klique

maximal notige Anzahl Farben :-)

Graphen mit dieser Eigenschaft heifSen perfekt ...

Eine minimale Farbung kann in polynomieller Zeit berechnet
werden :-))
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Idee:

Lol bl

Iteriere (konzeptuell) tiber die Punkte O,...,m — 1!
Verwalte eine Liste der aktuell freien Farben.
Beginnt ein neues Intervall, vergib die nédchste freie Farbe.

Endet ein Intervall, gib seine Farbe frei.

Damit ergibt sich folgender Algorithmus:
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free=[1,..., k|;

for (i=0;i<m;i++) {
init[i] = []; exit|i] =];

}

forall (I = [u,v] € Intervals) {
initju] = (I:init[u]); exit|i] = (I::exit|v]);

}
for (i=0;i <m;i++) {
forall (I € exit]i]) free = color[I] :: free;
forall (I € init[i]) {
color[I] = hd free; free = tl free;
}
}
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Diskussion:

—  Fiir Basis-Blocke konnen wir eine optimale Aufteilung der
Variablen auf eine Register ermitteln :-)

—  Das gleiche Problem ist bereits fiir einfache Schleifen
(circular arc graphs) NP-schwierig :-(

—  Fiir beliebige Programme wird man deshalb eine Heuristik
zum Graph-Féarben einsetzen ...

—  Dieses Verfahren funktioniert besser, wenn wir die
Lebendigkeitsbereiche maximal unterteilen :-)

—  Reicht die Anzahl der realen Register nicht aus, lagert man
die tiberzdhligen in einen festen Speicherbereich aus.

—  Man bemiiht sich dabei, zumindest die in innersten
Schleifen benutzten Variablen in Registern zu halten.
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Interprozedurale Registerverteilung:

—  Fiir jede lokale Variable ist ein Fintrag im Kellerrahmen
reserviert.

—  Vor dem Aufruf einer Funktion miissen die Register in den
Kellerrahmen gerettet und danach restauriert werden.

—  Gelegentlich gibt es daftir Hardware-Unterstiitzung :-)
Dann ist ein Aufruf fiir alle Register transparent.
—  Verwalten wir Retten / Restaurieren selbst, kOnnen wir ...
e nur Register retten, deren Inhalte nach dem Aufruf
noch benotigt werden :-)

e Register erst bei Bedarf restaurieren — und dann evt.
in andere Register —— Verkleinerung der
Lebendigkeitsbereiche :-)
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3.2 Instruktionen

Problem:

e unregelméfiige Instruktionssitze ...

e mehrere Adressierungsarten, die evt. mit arithmetischen
Operationen kombiniert werden kénnen;

e Register fiir unterschiedliche Verwendungen ...

Beispiel: Motorola MC68000

Dieser einfachste Prozessor der 680x0-Reihe besitzt

e 8 Daten- und 8 Adressregister;

e eine Vielzahl von Adressierungsarten
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Notation | Beschreibung Semantik

D, Datenregister direkt D,

A, Adressregister direkt A,

(A,) Adressregister indirekt MI[A,]

d(A,) Adressregister indirekt mit M|A, +d]
Displacement

d(A,, D,,) | Adressregister indirekt mit M|A, + D,, +d|
Index und Displacement

X Absolut kurz M| x]

X Absolut lang M| x]

#x Unmittelbar X
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Der MC68000 ist eine 2-Adress-Maschine, d.h. ein Befehl darf
maximal 2 Adressierungen enthalten. Die Instruktion:

add D1 Dz
addiert die Inhalte von D; und D, und speichert das

Ergebnis nachund D, :-)

Die meisten Befehle lassen sich auf Bytes, Worter (2 Bytes)
oder Doppelworter (4 Bytes) anwenden.

Das unterscheiden wir durch Anhdngen von .B, W, .D
(Default: W)

Die Austiihrungszeit eines Befehls ergibt sich (i.a.) aus den
Kosten der Operation plus den Kosten fiir die Adressierung
der Operanden ...
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Adressierungsart Byte / Wort | Doppelwort
D, Datenregister direkt 0 0
Ay Adressregister direkt 0 0
(A,) Adressregister indirekt 4 8
d(A,) Adressregister indirekt mit 8 12
Displacement
d(A,, D,) | Adressregister indirekt mit 10 14
Index und Displacement
X Absolut kurz 8 12
X Absolut lang 12 16
#x Unmuittelbar = 8
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Beispiel:

Die Instruktion:

benotigt:

move.B 8(A1, Dl.W), D5
4+10+0=14 Zyklen

Alternativ konnten wir erzeugen:

adda #8, Aq
adda D1.W, A1
move.B (A1), Ds

mit Gesamtkosten 32 oder:

adda D1.W, A,
move.B  8(A1),Ds

mit Gesamtkosten 20 :-)

Kosten:
Kosten:

Kosten:

Kosten:

Kosten:
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8+8+0=16
8+0+0=28
4+4+0=28
8+0+0=238
4+8+0=12



Achtung:

e Die verschieden Code-Sequenzen sind im Hinblick auf den
Speicher und das Ergebnis dquivalent !

e Sie unterscheiden sich im Hinblick auf den Wert des Registers
A1 sowie die gesetzten Bedingungs-Codes !!

e FEin schlauer Instruktions-Selektor muss solche
Randbedingungen berticksichtigen :-)
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Etwas grofseres Beispiel:

int b, i, a[100];
b=2+ali;

Nehmen wir an, die Variablen werden relativ zu einem
Framepointer As mitden Adressen —4,—6,—8 adressiert.
Dann entspricht der Zuweisung das Stiick Zwischen-Code:

M[As — 4] =2+ M[As =8 +2- M[As5 —6]];

Das entspricht dem Syntaxbaum:
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A/%R




Eine mogliche Code-Sequenz:

move —6(As), Dy

add Dl, D1
move —8(A5, Dl), D2
addq #2, D,

move D,, —4(As)

Gesamtkosten :
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Kosten:
Kosten:
Kosten:
Kosten:

Kosten:

12

14

12

46



A/%R




A/%&













Eine alternative Code-Sequenz:

move.L As, Aj
adda.L #-6, A;
move (A1), Dy
mulu #2, D1
move.L As, Aj
adda.L #-8, A,
adda.L Dy, Ay
move (Az), D,
addq #2, D
move.L As, Aj
adda.L #-—4, A;
move  Dj, (Aj)
Gesamtkosten :
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Kosten:
Kosten:
Kosten:
Kosten:
Kosten:
Kosten:
Kosten:
Kosten:
Kosten:
Kosten:
Kosten:

Kosten:

12

4

12

12
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Diskussion:

l

l

Die Folge ohne komplexe Adressierungsarten ist erheblich
teurer :-(

Sie benotigt auch mehr Hilfsregister :-(

Die beiden Folgen sind nur dquivalent im Hinblick auf den
Speicher — die Register haben anschliefSend verschiedene
Inhalte ...

Eine korrekte Folge von Instruktionen kann als eine
Pflasterung des Syntaxbaums aufgefasst werden !!!
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Genereller Ansatz:

e  Wir betrachten Basis-Blocke vor der Registerverteilung:

A=a+1;
D; = M[A];
Dy, = D1+ 2;
B =10+ 4;
MIB] = D,

e  Wir fassen diese als Folge von Baumen auf. Wurzeln:

e Werte, die mehrmals verwendet werden;

e Variablen, die am Ende des Blocks lebendig sind;

e Stores.
... im Beispiel:
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Die Hilfsvariablen A, B, D, D, sind vorerst verschwunden :-)
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Idee:

Beschreibe den Effekt einer Instruktion als Ersetzungsregel auf
Baumen:

Die Instruktion: R=M[A+2+ Dj;

entspricht zum Beispiel:

R >

/@\ I

A 2
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linke Seite

Ergebnisregister(klasse)

rechte Seite

berechneter Wert fiir Ergebnisregister

innere Knoten

Load M
Arithmetik

Blatter

Argumentregister(klassen)

Konstanten(klasse)

Die Grundidee erweitern wir (evt.) um eine Store-Operation.

Fiir die Instruktion:

erlauben wir uns:

M[A+2+ D] = R;
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Die linke Seite

/@\

A

S kommt nicht in rechten Seiten vor

2

641
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Spezifikation des Instruktionssatzes:

(1) verfligbare Registerklassen // Nichtterminale
(2) Operatoren und Konstantenklassen // Terminale
(3) Instruktionen // Regeln

— reguldre Baumgrammatik
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Triviales Beispiel:

Loads : Comps : Moves :
D — M[A] D—c D— A
D— MA+Al|D—-D+D|A—D

o Registerklassen D (Data) und A (Address).
e Arithmetik wird nur fiir Daten unterstiitzt ...
e Laden nur fiir Adressen :-)

e Zwischen Daten- und Adressregistern gibt es Moves.
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Target: M|A + ¢

Aufgabe:

Finde Folge von Regelanwendungen, die das Target aus einem
Nichtterminal erzeugt ...

D
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Target: M|A + ¢

Aufgabe:

Finde Folge von Regelanwendungen, die das Target aus einem
Nichtterminal erzeugt ...

M)
A —)
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Target: M|A + ¢

Aufgabe:

Finde Folge von Regelanwendungen, die das Target aus einem
Nichtterminal erzeugt ...

M)
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Target: M|A + ¢

Aufgabe:

Finde Folge von Regelanwendungen, die das Target aus einem
Nichtterminal erzeugt ...

647



Target: M|A + ¢

Aufgabe:

Finde Folge von Regelanwendungen, die das Target aus einem
Nichtterminal erzeugt ...
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Target: M|A + ¢

Aufgabe:

Finde Folge von Regelanwendungen, die das Target aus einem
Nichtterminal erzeugt ...
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Die umgekehrte Folge der Regelanwendungen liefert eine
geeignete Instruktionsfolge :-)

Verschiedene Ableitungen liefern verschiedene Folgen ...

Problem:

—  Wie durchsuchen wir systematisch die Menge aller
Ableitungen ?

—  Wie finden wir die beste ??
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Beobachtung:

e Nichtterminale stehen stets an den Blattern.

e  Statt eine Ableitung fiir das Target topdown zu raten,
sammeln wir saimtliche Moglichkeiten bottom-up auf

— Tree parsing

e Dazu lesen wir die Regeln von rechts nach links ...
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Beobachtung:

e Nichtterminale stehen stets an den Blattern.

e  Statt eine Ableitung fiir das Target topdown zu raten,
sammeln wir saimtliche Moglichkeiten bottom-up auf

— Tree parsing

e Dazu lesen wir die Regeln von rechts nach links ...
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Beobachtung:

e Nichtterminale stehen stets an den Blattern.

e  Statt eine Ableitung fiir das Target topdown zu raten,
sammeln wir saimtliche Moglichkeiten bottom-up auf

— Tree parsing

e Dazu lesen wir die Regeln von rechts nach links ...
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Beobachtung:

e Nichtterminale stehen stets an den Blattern.

e  Statt eine Ableitung fiir das Target topdown zu raten,
sammeln wir saimtliche Moglichkeiten bottom-up auf

— Tree parsing

e Dazu lesen wir die Regeln von rechts nach links ...
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Beobachtung:

e Nichtterminale stehen stets an den Blattern.

e  Statt eine Ableitung fiir das Target topdown zu raten,
sammeln wir saimtliche Moglichkeiten bottom-up auf

— Tree parsing

e Dazu lesen wir die Regeln von rechts nach links ...
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Fiir jeden Teilbaum ¢t des Targets sammeln wir die Menge
Q(t) € {S}URegU Term

Reg die Menge der Registerklassen,
Term die Menge der Teilbdume rechter Seiten — auf mit:

Q(t) ={s|s =" t}

Diese ergeben sich zu:

Q(R) = Move {R}
Q(c) = Move {c}
Q(a(ty,..., tx)) = Move{s=a(sy,...,s) € Term | s; € Q(t;)}

// normalerweise k<2 :-)
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Die Hilfsfunktion Move bildet den Abschluss unter
Regelanwendungen:

Move (L)
Move (L)

L
{ReReg|dseL: R— s}

1y

Die kleinste Losung dieses Constraint-Systems ldsst sich aus der
Grammatik in linearer Zeit berechnen :-)

// Im Beispiel haben wirin Q(f) auf s verzichtet,
// falls s kein echter Teilterm einer rechten Seite ist :-)
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Auswahlkriterien:

e Lange des Codes;
e Laufzeit der Ausfithrung;
e Parallelisierbarkeit;

Achtung:

Die Laufzeit von Instruktionen kann vom Kontext abhdngen !!?

Vereinfachung:

Jede Instruktion r habe Kosten c¢|r].

Die Kosten einer Instruktionsfolge sind additiv:

clry...re] = clr] 4+ ...+ c|rg]
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Instruktion
D — M|A+ A
D — M|A]
D—D+D
D —c
D— A
A—D

—_ = = = N W e

1 = W DN = O

Aufgabe:

Wihle eine Instruktionsfolge mit minimalen Kosten !
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Idee:

Sammle Ableitungen bottom-up auf unter

+  Kostenkalkulation und

*  Auswahl.

... im Beispiel:
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Idee:

Sammle Ableitungen bottom-up auf unter

+  Kostenkalkulation und

*  Auswahl.

... im Beispiel:

661



Idee:

Sammle Ableitungen bottom-up auf unter

+  Kostenkalkulation und

*  Auswahl.

... im Beispiel:
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Idee:

Sammle Ableitungen bottom-up auf unter

+  Kostenkalkulation und

*  Auswahl.

... im Beispiel:
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Idee:

Sammle Ableitungen bottom-up auf unter

+  Kostenkalkulation und

*  Auswahl.

... im Beispiel:
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Idee:

Sammle Ableitungen bottom-up auf unter

+  Kostenkalkulation und

*  Auswahl.

... im Beispiel:

M
43A_|_A2
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Idee:

Sammle Ableitungen bottom-up auf unter

+  Kostenkalkulation und

*  Auswahl.

... im Beispiel:

3A_|_A2

5,3
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Kostenkalkulation:

cls] = cyls1] - oSkl falls s=a(sy,...,s),t =a(ty,...
¢t[R] = [THc[R,s]+cis] | s € Q(t)} wobei

¢[R,s] < clr] falls r: R —s

c[R,s] < clr] 4+ c|[R/,s] falls »: R— R

Das Constraint-System fiir  c|[R,s] kannin Zeit O(n-log n)
gelost werden — falls 7 die Anzahl der Paare R,s ist :-)

Fiirjedes R,s liefert die Fixpunkt-Berechnung eine Folge:
7m|R,s] : R=Ry=...= Ry =5

deren Kosten gerade ¢[R,s| ist :-)
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Mithilfe der 7[R,s] ldsst sich eine billigste Ableitung topdown
rekonstruieren  :-)

Im Beispiel:
D, = g
Ay = Dy
D, = M[A: + Ay);

mit Kosten 5. Die Alternative:

D, = g

Ds Ay;

D, Ds; + D»;
A Dy;

D; = M|Ay);

hitte Kosten 7 :-)
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Diskussion:

Die Code-Erzeugung muss schnell gehn :-)

Anstelle fiir jeden Knoten neu zu iiberpriifen, wie die Regeln
zusammen passen, kann die Berechnung auch in einen
endlichen Automaten kompiliert werden :-))

Ein deterministischer endlicher Baumautomat (DTA) A besteht

aus:

Q — endliche Menge von Zustdnden
)2 — Operatoren und Konstanten

4 — Ubergangsfunktion fiir a € £
FC Q = akzeptierende Zustdnde
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Dabei ist:

o O falls ¢ Konstante
b, OF—=0 falls a k-stellig

Beispiel:
Q = {012} F = {0}
Y = {ab,:}
o, = 0 o = 1
5. (s1,82) = (514 52)%3

// akzeptiert alle Biume mit 3 -k b-Blattern
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2 1
; b
1 1
b
0) 1
a b

Der Zustand an einem Knoten 4 ergibt sich aus den Zustianden
der Kinder mittels 6, (-

Qa(ty, ..., t)) = 8(Q(t1),..., Qt))
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Dievon A definierte Sprache (oder: Menge von Baumen) ist:

L(A) = {t]Q(t) € F}

.. In unserer Anwendung;:

Q — Teilmengen von RegU Term U {S}
// La. werden nicht simtiche Teilmengen benotigt :-)
F — gewlinschter Effekt
Ok — Move {R}
5, — Move {c}

n
Q
—~~
O
<
@)
»A
~

Move {s = a(sy,...,s¢) € Term | s; € Q;}
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... im Beispiel:

6(q0,90) = {AD,A+A} = q
6+ (q0,_)
= 04 (_ 90)

om(q0) = {A,D} = qo
= Sm(q1)

Um die Anzahl der Zustinde zu reduzieren, haben wir die
vollstandigen rechten Seiten, die keine echten Teilmuster sind, in
den Zustianden weggelassen :-)
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Integration der Kostenberechnung:

Problem:

Kosten konnen (im Prinzip) beliebig grofs werden ;-(

Unser FTA besitzt aber nur endlich viele Zustinde :-((

Idee: Pelegri-Lopart 1988

Betrachte nicht absolute Kosten — sondern relative !!!
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Eduardo Pelegri-Llopart,

Sun Microsystems, Inc.
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Beobachtung:

e In gingigen Prozessoren kann man Werte von jedem Register
in jedes andere schieben —

Die Kosten zwischen Registern differieren nur um eine
Konstante :-)

e Komplexe rechte Seiten lassen sich i.a. mittels elementarerer
Instruktionen simulieren —

Die Kosten zwischen Teilausdriicken und Registern
differieren nur um eine Konstante :-))

e Die Kostenberechnung ist additiv —

Wir konnen statt mit absoluten Kosten-Angaben auch mit
Kosten-Differenzen rechnen !!!

Von diesen gibt es nur endlich viele :-)

676



.. Im Beispiel:

5c = {Al—> 1,D|—>O} - q_o
dp
o, = {A—0,D—1} = 4

5+(671,q_0) p— {A|—>2,D|—>1,A—|—Al—>0} — 672
6:(Go,70) = {A—1,D—0,A+A—1} = q
5. (71,71) = {A—4,D—3A+A—0} = 4

om(72) = {A—1,D—0} = qo
= om(q;) , i=0,...,4
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... das liefert die folgende Berechnung;:

Fiir jede Konstanten-Klasse ¢ und jedes Register R in é.
tabellieren wir die zu wihlende billigste Berechnung:

c: {A—53,D 3}
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Analog tabellieren wir fiir jeden Operator 4 ,jedes 1 € OF
undjedes R in 8,(7):

M selecty

go || {A+—5,1,D — 1}
g1 || {A—5,1,D— 1}
i | {A—5,0,D— 0}
g; ||[{A+—5,1,D— 1}
gs || {A—5,0,D+— 0}

Far “4” istdie Tabelle besonders einfach:

- qi
gi || {A—5,3,D+— 3}
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Problem:

e Fiir reale Instruktionssdtze benotigt man leicht um die 1000
Zustdnde.

e Die Tabellen fiir mehrstellige Operatoren werden riesig :-(

— Wir benoétigen Verfahren der Tabellen-Komprimierung ...
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Tabellen-Kompression:

Die Tabelle fiir “+” sieht im Beispiel so aus:

Die meisten Zeilen / Spalten sind offenbar ganz dhnlich ;-)

681



Idee 1: Aquivalenzklassen

Wir setzen g =, ', genau dann wenn

vpro &g p) =680 p) A &lpq) = 8(p, )
A select,(g, p) = select,(q’, p) A select,(p,q) = select,(p, q’)

Im Beispiel:
Q1 = {40,92,93, G4}

Q> = {q1}
mit:
+ || Q1| Q2
Q1| g3 | G2
Q2 || G2 | Ga
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Idee 2: Zeilenverschiebung

Sind viele Eintrdge gleich (im Beispiel etwa default = 73), gentigt
es, die librigen Fintrdge zu speichern ;-)

Im Beispiel:

qdo q2
q1(| 92| qa | G2 | G2 | G2
q2 q2
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Dann legen wir:

(1) gleiche Zeilen iibereinander;

(2)  verschiedene (Klassen von) Zeilen auf Liicke verschoben

tibereinander:
Jo|q1 | g2 g3 | ga 0]1
class| 0O |1 10,1010 disp |0 |2

vaid | O O |1 (1|1 1)1
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Fiir jeden Eintrag im ein-dimensionalen Feld A vermerken wir
in valid , zu welcher Zeile der Eintrag gehort ...

Ein Feld-Zugriff 6.(7;,7;) wird dann so realisiert:

6.(7i,q;)) = let ¢ = class[g|;
d = displc|;
in if (valid|d+ j] =¢)
then Ald + j]
else default

end
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Reinhard Wilhelm, Saarbriicken
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Diskussion:

e Die Tabellen werden i.a. erheblich kleiner.
e Dafiir werden Tabellenzugriffe etwas teurer.
e Das Verfahren versagt in einigen (theoretischen) Fallen.

e Dann bleibt immer noch das dynamische Verfahren ...

moglicherweise mit Caching der einmal berechneten Werte,
um unnotige Mehrfachberechnungen zu vermeiden :-)

687



3.3 Instruction Level Parallelitat

Moderne Prozessoren fiihren nicht eine Instruktion nach der
anderen aus.

Wir betrachten hier zwei Ansatze:

(1) VLIW (Very Large Instruction Words)
(2) Pipelining
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VLIW:

Eine Instruktion fiihrt simultan biszu k (etwa 4:-) elementare
Instruktionen aus.

Pipelining:

Instruktionsausfiithrungen konnen zeitlich tiberlappen.
Beispiel:

w=(Ry = Ra+ Ry | D = Dy # Dy | Ry = M[Ry])

689



Achtung:

e Instruktionen belegen Hardware-Einrichtungen.

e Instruktionen greifen auf die gleichen Register zu ——
Hazards

e Ergebnisse einer Insgtruktion liegen erst nach einiger Zeit vor.

e Wihrend dieser Zeit wechselt i.a. die benutzte Hardware:

Fetch (— Decode = Execute (— Write

e Waihrend Execute bzw. Write werden evt. unterschiedliche
interne Register/Busse/Alus benutzt.
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Wir schliefsen:

Aufteilung der Instruktionsfolge in Worter und ihre
Aufeinanderfolge ist Restriktionen unterworfen ...

Im folgenden ignorieren wir die Phasen Fetch und Decode

Beispiele fiir Restriktionen:
(1) maximal ein Load /Store pro Wort;

(2) maximal ein Jump;
(3) maximal ein Write in das selbe Register.
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Timing:

Gleitkomma-Operation

Laden/Speichern

Integer-Arithmetik

Timing-Diagramm:

R3

W NN = O
T
\O

17.4

wird tiberschrieben, nachdem die Addition 2 abgeholte
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Wird auf ein Register mehrfach zugegriffen (hier: Rj3), wird eine
Strategie zur Konfliktlosung bendtigt ...

Konflikte:

Read-Read: Ein Register wird mehrfach ausgelesen.

—— l.a.unproblematisch :-)

Read-Write:  Ein Register wird in einer Instruktion sowohl
gelesen wie geschrieben.

Losungsmoglichkeiten:
e ... verbieten!
e Lesen wird verzogert (stalls), bis Schreiben beendet ist!
e Lesen zeitlich vor dem Schreiben liefert den alten Wert!

Gleichzeitiges Lesen wird verzogert/verboten/bevorzugt.
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Write-Write:  Ein Register wird mehrfach beschrieben.
——> 1l.a.unproblematisch :-)
Losungsmoglichkeiten:

o ... verbieten!

In unseren Beispielen ...

e erlauben wir gleichzeitiges Lesen;

e verbieten wir gleichzeitiges Schreiben bzw. Schreiben und
Lesen;

e fiigen wir keine Stalls ein.

Wir betrachten erst mal nur Basis-Blocke, d.h. Folgen von
Zuweisungen ...
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Idee: Datenabhdngigkeitsgraph

Knoten | Instruktionen

Kanten | Abhdngigkeiten

Beispiel:
(1) x=x4+1;
(2) y=MlA];
(3) t=z
(4) z=M[A+x];
(5) t=y+z
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Mogliche Abhéangigkeiten:

Definition — Use // Reaching Definitions

Use — Definition ~ // ???

Definition — Definition // Reaching Definitions
Reaching Definitions: Ankommende Definitionen

Ermittle fiir jedes 1 , welche Variablen-Definitionen ankommen
—— mithilfe Ungleichungssystem berechenbar :-)
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Der abstrakte Bereich:

R = pNodes // - Man hitte auch Kanten nehmen kénnen :-)

Die Transfer-Funktionen:

[~ OIF R - R
[( Pos(e), )JF R — [(_ Neg(e), )J*R = R
[(w,x =e, JIPFR = (R\Defs,) U {u} wobei

Defs, die Menge der Definitionen von x ist
[(w,x = MIAJ;, JIFR - = (R\Defs.) U {u}
[(L M[A] = x;, J)FR = R
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Die Information wird offenbar vorwarts propagiert, wobei die
Ordnung auf dem vollstindigen Verband R “C” ist :-)

Vor Programm-Ausfiihrung ist die Menge der ankommenden
Definitionen dy = {e, | x € Vars}.

... im Beispiel:

©
x=x+1; R

e B M[A] 1 {.XI .y/ e, .t}
y , 2 {1/ .y/ e, .t}
t — Z, 3 {1/2/ .Z/ .t}

* z = M[A + x]; 4 {1/2/3/ ’z}
(5) 514{1,2,3,4}
=yt 6|{1,2,4,5)
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Seien U;, D; die Mengen der an einer von

u; ausgehenden

Kante benutzten bzw. definierten Variablen. Dann gilt:

(uy,up) € DD
(uy,up) € DU

.. im Beispiel:

Def | Use
l|x=x+1 {x} | {x}
2 |y =M[A]; Wi [ 14}
3|t=2z {t} {2z}
4 M[A +x|; | {z} | {A, x}
5|t=y+z {t} | {v.z}

falls wu; € R[uz] A D1N D, 7é 0
falls wu; € R[Mz] A DN U, 7é 0

o

DU
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DN uD
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Die UD-Kante (3,4) haben wir eingeftigt, um zu verhindern,
dass z vor der Benutzung tiberschrieben wird :-)

Im ndchsten Schritt versehen wir jede Instruktion mit (ihren
bendtigten Resourcen, insbesondere) ihrer Zeit.

Wir wollen eine moglichst parallele korrekte Wortfolge bestimmen.

Dazu verwalten wir den aktuellen System-Zustand:
2 Vars = N

Y (x) = zu wartende Zeit, bis x vorliegt

Am Anfang:
X(x) =0

Wir miissen als Invariante garantieren, dass alle Operationen bei
Betreten des Basisblocks abgeschlossen sind  :-)
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Dann fiillen wir sukzessive die Slots der Wort-Folge:

e  Wir beginnen bei den minimalen Knoten des
Abhéngigkeitsgraphen.

e KoOnnen wir nicht alle Slots eines Worts fiillen, fiigen wir ;
ein :-)

e Nach jeder eingefiigten Instruktion berechnen wir %~ neu.

Achtung:

—  Die Ausfiihrung zweier VLIWs kann tiberlappen !!!

—  Die Berechnung einer optimalen Folge ist NP-hart ...
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BeiSpiel: Wortbreite k=2

Wort Zustand

1 2 X|\yl|z|t
0/0(0/|0

x=x+1|y= M[A] 0100
t=z z=M[A+x]||0]0]|1]|0
0/0(0/|0

t=vy+z 0/0(0|0

In jedem Takt beginnt die Ausfiihrung eines neuen Worts.

Im Zustand brauchen wir uns nur merken, wieviele Takte auf das
Ergebnis noch gewartet werden muss :-)

702



Beachte:

e  Wenn Instruktionen zukiinftiger Wortwahl weitere

Restriktionen auferlegen, vermerken wir diese ebenfalls in
>

e Trotzdem unterscheiden wir nur endlich viele
System-Zustdnde :-)

e Die Berechnung des Effekts eines VLIW auf X lasst sich in
einen endlichen Automaten compilieren !!!

e Dieser Automat konnte allerdings sehr grofs sein  :-(
e Die Qual der billigsten Auswahl erspart er uns nicht :-(
e Basis-Blocke sind leider i.a. nicht sehr grofs

— die Moglichkeiten zur Parallelisierung sind
beschrankt :-((
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Erweiterung 1: Azyklischer Code

if (x>1)
y = MI[A];
z=x—1;

} else {
y = M[A+1];
z=x—1;

f

y=vy+1;

Im Abhdngigkeitsgraph miissen wir zusdtzlich die
Kontroll-Abhdngigkeiten vermerken ...
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z=x—1; x> 1

Pos Neg
y=M[A+1]; y = M|A];
DU\\ ,/DU
= y+1;

Das Statement z = x —1; wird mit immer den gleichen
Argumenten in beiden Zweigen ausgefiihrt und modifiziert keine
der sonst benutzten Variablen :-)

Wir hitten es ohnehin vor das if schieben konnen :-))
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Als Code konnen wir deshalb erzeugen:

z=x—1 if (I(x>0)) goto A
y = M[A]
goto B

B:ly=y+1

Bei jedem Einsprung garantieren wir die Invariante :~(
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Erlauben wir mehrere (bekannte) Zustidnde beim Betreten eines
Teil-Basisblocks, konnen wir fiir diesen Code erzeugen, der allen
diesen Bedingungen entspricht.

... im Beispiel:

z=x-—1 if (!(x>0)) goto A
y = M|A] goto B
A:ly=MA+1]

oo

y=y+1
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Reicht uns diese Parallelitdt immer noch nicht, konnten wir
versuchen, spekulativ Arbeit vorziehen ...

Dazu erforderlich:

e eine Idee, welche Alternative hdufiger gewdhlt wird;

e die falsche Ausfiihrung darf zu keiner Katastrophe d.h.
Laufzeitfehlern fiihren (z.B. wegen Division durch 0);

e die falsch Ausfithrung muss riickgdangig gemacht werden
konnen (evt. durch verzogertes Commit) oder darf keinen
beobachtbaren Effekt haben ...
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... im Beispiel:

z=x—1 y = M[A] | if (x >0) goto B
y = M[A+1]

B:
y=y+1

ImFall x <0 habenwir y= M[A| =zuviel ausgefiihrt.

Dieser Wert wird aber im nachsten Schritt direkt tiberschrieben :-)

Allgemein:

x = ¢; hat keinen beobachtbaren Effekt in einem Zweig, falls x
in diesem Zweig tot ist  :-)
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Erweiterung 2:

Abwickeln von Schleifen

Wir wickeln wichtige, d.h. innere Schleifen mehrmals ab:

Neg

Pos
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Neg
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Nun ist auch klar, welche Seite bei Tests zu begtinstigen ist:

diejenige, die innerhalb des abgerollten Rumpfs der Schleife bleibt
)

Achtung:

e Die verschiedenen Instanzen des Rumpfs werden relativ zu
moglicherweise unterschiedlichen Anfangszustanden
tbersetzt :-)

e Der Code hinter der Schleife muss gegeniiber dem
Endzustand jedes Sprungs aus der Schleife korrekt sein!
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Beispiel:

(x <n)
for (x =0;x < n;x++)
M[A + x] = z; MI[A +x] = z;
x=x-+1;
©

Verdoppelung des Rumpfs liefert:
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(x <n)

for (x=0;x <mx++) {

M[A +x] = z;
M[A+3] =z

x=x+1; B

if (|(x < n)) break; Neg (x < 1) Pos (x < n)
M[A+x] =z

?M[AHM
x=x+1;
5
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Besser wire es, wenn wir auf den Test in der Mitte verzichten
konnten. Das ist moglich, wenn wir wissen, dass #n stets gerade
ist :-)

Dann haben wir:

Pos (x < n)
for (x=0;x<mx=x+2) {
MIA + x| = z; MI[A +x] = z;
MA+x+1] =z 6@
M[A+x+1] = z;
} @
vx:3c+2;

®
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Diskussion:

e Beseitigung der Zwischenabfrage zusammen mit Verschieben
des Zwischen-Inkrements ans Ende zeigt, dass die
verschiedenen Rumpf-Iterationen in Wahrheit unabhéingig
sind :-)

e  Wir gewinnen trotzdem nicht viel, da wir nur maximal ein
Store pro Wort gestatten :~(

e Sind die rechten Seiten allerdings komplizierter, konnten wir
deren Auswertung mit je einem Store pro Takt verschranken

)
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Erweiterung 3:

Moglicherweise bietet eine Schleife allein nicht genug
Moglichkeiten zur Parallelisierung  :~(

... moglicherweise aber zwei aufeinander folgende :-)

Beispiel:
for (x =0x < n,‘x—l——|—) { for (x =0,x < n;x—l——|—) {
R = M[B + x; R = M|[B +x];
S = M[C + x]; S = M|[C+x];
T =R+ S; T, =R-5;
M|A + x| = Ty; MI|C + x] = Ty;
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Um beide Schleifen zu einer zusammen zu fassen, muss:

e das Iterations-Schema tlibereinstimmen;

e die beiden Schleifen greifen auf unterschiedliche Daten zu.

Im Falle von einzelnen Variablen lasst sich das leicht verfizieren.
Schwieriger ist das in Anwesenheit von Pointern oder Feldern.

Unter Riickgriff auf das Source-Programm kann man Zugriffe auf
statisch allokierte disjunkte Felder erkennen.

Analyse von Zugriffen auf das gleiche Feld ist erheblich
schwieriger ...
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Nehmen wir fiir das Beispiel an, die Bereiche
A, A+n—1],[B,B+n—1],[C,C+n—1] tberlappen nicht.

Offenbar konnen wir dann die beiden Schleifen kombinieren zu:

for (x=0;x <mx++) {

R = M[B + xJ; R = M|[B +x];
S = M|[C +x]; S = M|[C +x];
T =R+ S; Th=R—-S5;

M[A+x] = Ty; MI|C + x] = Ty;
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Die erste Schleife darf in Iteration x auf keine Daten zugreifen,
die die zweite Schleife in Iterationen < x modifiziert.

Die zweite Schleife darf in Iteration x auf keine Daten
zugreifen, die die erste Schleife in Iterationen > x {tiberschreibt.

I.a. muss man dazu die Indexausdriicke analysieren.

Sind diese linear, fithrt das auf Probleme des integer linear
programming;:

Xwite = C

Xwrite S C +x — 1
Xread — CH+x
Xread — Xwrite

... hat offenbar keine Losung :-)
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Allgemeine Form:

X > h
th > x
y = S

X =Y

fur lineare Ausdriicke s,t{,t, tlber den Iterations-Variablen.

Das lasst sich vereinfachen zu:

Was macht man damit ???
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Einfacher Fall;

Die beiden Ungleichungen haben iiber () eine leere
Losungsmenge.

Dann ist die Losungsmenge auch tiber 7 leer :-)

In unserem Beispiel:

C+x—-C = X
C+x—1—(C+x) = -1

IAIA

Die zweite Ungleichung hat tiberhaupt keine Losung :-)
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Gleiche Vorzeichen:

Kommt eine Variable x in allen Ungleichungen mit gleichem
Vorzeichen vor, gibt es immer eine Losung  :~(

Beispiel:
< 13+7-x
0 < —145-x
Man muss x nur wahlen als:
x > max(—g,%) — %
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Ungleiche Vorzeichen:

Eine Variable x kommt in einer Ungleichung negativ, in allen
anderen hochstens positiv vor. Dann kann man ein
Ungleichungssystem ohne x konstruieren ...

Beispiel:

13

7

—1+4+5-x

13—7-x X
<
—14+5-x 0

IA A
IA A

Da 0 < —1+45-2 hatdas System eine rationale Losung ...

723



Eine Variable;

Die Ungleichungen, in denen x positiv vorkommt, liefern
untere Schranken.

Die Ungleichungen, in denen x negativ vorkommt, liefern
obere Schranken.

Seien G,L die grosste untere bzw. kleinste obere Schranke.
Dann liegen alle (ganzzahligen) Losungen im Intervall |[G,L] :-)

Beispiel:

13—7-x X
e
—14+5-x X

I g

IA A
IV A

Die einzige ganzzahlige Losung des Systemsist x =1 :-)
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Diskussion:

e Losungen sind natiirlich immer nur innerhalb der Grenzen
der Iterationsvariablen interessant.

e Jede ganzzahlige Losung dort liefert einen Konflikt.

o  Verschrankte Berechnung der Schleifen ist moglich, sofern es
keinerlei Konflikte gibt :-)

e Die angegebenen Spezialfille reichen, um den Fall von zwei

Ungleichungen tiber () bzw. einer Variable tiber 7 zu
behandeln.

e Die Anzahl der Variablen in den Ungleichungen entspricht
der Anzahl der geschachtelten for-Schleifen —— sie ist
ia. klein :-)
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Diskussion:

e Integer Linear Programming (ILP) kann die Erfiillbarkeit
herausfinden einer endlichen Menge von
Gleichungen/Ungleichungen tiber 7 der Form:

n n
Zai~xi:b bzw. Zai-xiZb, a; € /.
=1 =1

e Dariiber hinaus kann eine (lineare) Zielfunktion optimiert
werden :-)

e Achtung: Bereits das Entscheidungsproblem ist i.a.
NP-schwierig !!!

e Trotzdem gibt es erstaunlich effiziente Implementierungen.

e  Nicht nur Schleifen-Verschmelzung, auch andere
Umstrukturierungen von Schleifen fiihren auf ILP-Probleme
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Exkurs b: Presburger Arithmetik

Viele Probleme der Informatik lassen sich ohne Multiplikation
formulieren :-)

Wir betrachten hier erst einmal zwei einfache Spezialfille ...

1. Lineare Gleichungen

2x + 3y = 24
x — y + 5z = 3
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Fragen:

e Gibt es eine Losung tiber ©Q 7
o Gibt es eine Losung tiber 7 7

e Gibt es eine Losung tiber N ?

Schauen wir uns dazu nochmal die Gleichungen an:

2x + 3y = 24
x — Yy + 5z = 3
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Antworten;

e Gibt es eine Losung tiber
e Gibt es eine Losung tiber

e Gibt es eine Losung tiber

Komplexitit:

e Gibt es eine Losung tiber
e Gibt es eine Losung tiber

e Gibt es eine Losung tiber

N

N
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polynomiell
polynomiell

NP-schwierig



Losungsverfahren fiir Integers

Beobachtung 1:

a1X1+...+axe=0b

hat eine Losung genau dann wenn

ooT{ay, ..., ac}
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Beispiel:
5y —10z =18

hat keine Losung tiber Z  :-)
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Beispiel:
5y —10z =18

hat keine Losung tiber Z  :-)

Beobachtung 2:

Eine Variable mit Koeefizient +1 kann beseitigt werden.
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Beispiel:

2x + 3y
X — Yy +

5z
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Beispiel:

2x + 3y
X — Yy +

5z
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Beispiel:

2x + 3y
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Beispiel:

2x + 3y
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3 + y — 5z



Beispiel:

2x + 3y = 24

x = 3 + vy — b5z

by — 10z = 18
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Beobachtung 3:

Jede (losbare) Gleichung kann so massiert werden, dass sie eine
Variable mit Koeffizient +1 besitzt :-)
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Beobachtung 3:

Jede (losbare) Gleichung kann so massiert werden, dass sie eine
Variable mit Koeffizient +1 besitzt :-)

... mithilfe von uni-modularen Variablentransformationen :-))
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Nehmen wir an, die Gleichung enthalte  a1x; + axx;

ggliay,a} =p

Idee:
Ersetze xy,x, durch zwei neue Variablen
Einen gilt:
pti = aix1 + axx2
th = bixi + baxy

fiir geeignete by, by ...
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Nehmen wir an, die Gleichung enthalte a4,x; +a,x, mit

ggliay,a} =p

Idee:
Ersetze x{,x, durch zwei neue Variablen t{,t, so dasszum
Einen gilt:

pti = ai1x1 + ax;

th = bixa 4+ baxy

fiir geeignete by, by ... und zum Anderen,

alle Losungen fiir  t;,f, auch Losungen fiir xq,x, ergeben

)
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= Die inverse Matrix der Transformation:

o @
Py
by by

sollte ganzzahlige Koeffizienten haben.
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= Die inverse Matrix der Transformation:

a. 42
p p
b1 b

sollte ganzzahlige Koeffizienten haben.

Dies ist der Fall, wenn

fp 22— 1
p p
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Da ay,a, denggT p haben,
findet Euclid’s Algo A1, A, mit:

a1 A1 + ax Ay
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Da ay,a, denggT p haben,
findet Euclid’s Algo A1, A, mit:

A +aA = p
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Da ay,a, denggT p haben,
findet Euclid’s Algo A1, A, mit:

A +aA = p
—
Wihle: bl = —Az bz — Al
Dann:

X1 = Altl — =2t

X, = At + b
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Beispiel:

—le

—4X1

+  D5xp
+  3x

+ 3X3

— ZX3
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Beispiel:

—le

—4X1

+ 5X2
+  3x

+ 3X3

— ZX3
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Beispiel:

Euclid:

—le

—43('1

A =

+ Sxp + 3x3
-+ 3.7C2 — ZX3
-1 A, =-1
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Beispiel:

_le + 5XQ -+ 3X3 =
—49(1 + 33C2 — ZX3 =

Euclid: A=—-1 A=-1

X1 = —tl — 3t2

Xy = —tl — 4t2
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Ersetzen vom x{, x», mit ¢,t, liefert:

—7t1 — 26t2 -+ 33(3

th — 2X3

... und wir haben eine Variable beseitigt
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LOsen tiber N

e ...ist von grofser praktischer Bedeutung;
e ... hat zur Entwicklung vieler neuer Techniken gefiihrt;
o ... erlaubt leicht die Kodierung NP-schwieriger Probleme;

o ... bleibt schwierig, sogar wenn nur drei Variablen pro
Gleichung erlaubt sind.
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2. FEin polynomieller Spezialfall:

y+5

19 >
13
x—7

=" RrROR
AVARAY

o Es gibt maximal zwei Variablen pro Un-Gleichung;

. keine Skalierungsfaktoren.
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Idee: Representiere das System als Graph:

19
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Die Ungleichungen sind erfiillbar genau dann wenn

o die Gewichte jedes Kreises maximal < 0 sind;

e die Gewichte, die x erreichen, maximal < der Gewichte
sind, die x verlassen.
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19

13+5 < 19
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Die Ungleichungen sind erfiillbar genau dann wenn

o die Gewichte jedes Kreises maximal < 0 sind;

e die Gewichte, die x erreichen, maximal < der Gewichte
sind, die x verlassen.

reflexive und transitive Hiille der Kanten-Gewichte!
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3. Ein allgemeines Losungsvertahren:
Idee: Fourier-Motzkin-Elimination

o Beseitige sukzessive einzelne Variablen x!

e Alle Ungleichungen mit positiven Vorkommen von  x
liefern untere Schranken.

e Alle Ungleichungen mit negativen Vorkommen von  x
liefern obere Schranken.

e Alle unteren Schranken miissen kleiner oder gleich allen
oberen Schranken sein ;-))
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Jean Baptiste Joseph Fourier, 1768-1830

763



Beispiel:

9 < 4x; + xo (1) .
4 < x1+2x, (2)
0 < 2x1 — Xy (3) 3
6 < x1+6x, (4) 5
11 < —x1—2x, (5
—17 < —6x1+2x2 (6) !
—4 < —x (7)
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Fuar x; finden wir:

9 < 4x1 + x» (1) -1 < x (1)
4 < x14+2x (2) 4 —2x, < x4 (2)
0 < 2x1 — Xy (3) 1% < x (3)
6 < x1 4+ 6x7 (4) 6—6x, < x; (4)
—11 < —x1 —2x,  (5) X1 < 11 —-2x, (5)
—17 < —6x;+2x, (6) X1 < Yilix (6)
—4 < —x (7) —4 < —x (7)

Wenn es ein solches x; gibt, miissen alle unteren Schranken kleiner
gleich allen oberen sein, d.h.:
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% + %XQ (1, 6)
11-2x,  (2,5)
% —|_ %XZ (2/ 6)
11-2x,  (3,5)
% + %XQ (3, 6)
11—2x,  (4,5)
% + %XQ (4, 6)
—X2 (7)
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2—1xn < 11-2x% (1,5 -5 < —x,
10 < Z4in (Le) —l<x
4-2v, < 11-2v, (2,5 7 <0
4-2x, < ¥ 41y, (2,6) 1 < x
1x, < 11— 2x; (3,5) oder: -2 < —x,
1y < Y4 2x, (3,6) —17 < —x,
6—6x, < 11 —2x, (4,5) —2 < x
6—6x, < ¥4 1x (4,6) 1 < x
—4 < —x (7) —4 < —x

Das ist der Ein-Variablen-Fall, den wir exakt losen konnen:
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b < x < min{5,%,17,/4}}

H=~[Q1
N[—

4 4

N|+—

max {—1,

Daraus konnen wir folgern: X € [3,4] -)

Im Allgemeinen:

e Das urspriingliche System hat eine Losung in (0, gdw. das
System nach Eliminierung einer Variable eine Losung in Q
besitzt :-)

e Injedem Eliminierungsschritt kann sich die Anzahl der
Ungleichungen quadrieren == exponentielle Laufzeit

=((
e Eslasst sich so modifizieren, dass es Erfiillbarkeit tiber Z
entscheidet —— Omega-Test
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William Worthington Pugh, Jr.
University of Maryland, College Park
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Idee:

e  Wir beseitigen sukzessive die Variablen. Dabei miissen wir
allerdings Divisionen vermeiden ...

e Hat x iiberall Koeffizienten +1, machen wir
Fourier-Motzkin-Elimination :-)

e Andernfalls stellen wir x auf einer Seite mit positivem
Koeffizienten frei ...

Betrachten wiretwa (1) und (6) :

17 + 2x,
4'X1

6°X1

IA A

9—X2
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E.O. konnen wir echte Ungleichungen betrachten:

6-x; < 184 2x;
8—XZ < 4°X1

... und jeweils durch den ggT teilen:

301 < 9‘|'XZ
8—3(2 < 4°X1

Das impliziert:

3'(8—3(?2) < 4(9—|—X2)
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Oftenbar gilt:

o Istdie abgeleitete Ungleichung unerfiillbar, dann das ganze
System :-)

e Sind alle so abgeleiteten Ungleichungen erfiillbar, gibt es eine
Losung, die aber moglicherweise nicht ganzzahlig ist :-(

e Esgibt aber eine ganzzahlige Losung, sofern zwischen
unterer und oberer Schranke stets genug Platz ist, so dass ein
Integer dazwischen passt.

e Sei a<a-x b-x<f.
Dann muss nicht nur gelten:
b-x<a-f3

sondern sogar

a-b|<a-f—b -«
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... im Beispiel:

12 < 4'(9‘|‘X2)—3'(8—XQ)
oder:
12 < 12+ 7x

bzw:
0 < X9

Im Beispiel lassen sich auch diese verschdrften Ungleichungen
erfiillen

— das System hat iiber Z eine Losung :-)
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Uberlegung:

e Sind die verschérften Ungleichungen erfiillbar, dann auch
das urspriingliche System. Die Umkehrung gilt i.A. nicht :~(

e In dem Fall ist bei einem Paar Ungleichungen weniger Platz:

a-B<b-a+|a-b

oder:

b-a<ab-x<b-a-+|a-b

Kiirzen durch b liefert:

x<a-x<oua+l|a

— a+i=a-x| furein ie{l,...,a—1} !
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Diskussion:

l

l

Fourier-Motzkin-Elimination ist nicht das beste Verfahren
fiir rationale Ungleichungssysteme.

Der Omega-Test ist notwendig exponentiell :-)

Wenn das System losbar ist, terminiert der Test i.a. schnell.
Mit unlésbaren Systemen tut er sich schwerer :~(

Auch fiir ILP gibt es andere/intelligentere Verfahren ...

Fiir Probleme bei Programmiersprachen funktioniert er
wohl ganz gut :-)
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4. Verallgemeinerung zu einer Logik

Disjunktion:

(x—2y=15 A x4+y=7) V
(x+y=26 A 3x+z=-8)

Quantoren:

dx: z—2x=42 AN z4+x=19
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4. Verallgemeinerung zu einer Logik

Disjunktion:

(x—2y=15 A x4+y=7) V
(x+y=26 A 3x+z=-8)

Quantoren:

dx: z—2x=42 AN z4+x=19

— Presburger Arithmetik
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Moijzesz Presburger, 1904-1943 (?)
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Presburger Arithmetik — normale Arithmetik
ohne Multiplikation
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Presburger Arithmetik — normale Arithmetik
ohne Multiplikation

Arithmetik : hochgradig unentscheidbar :~(

sogar sogar unvollstandig :-((
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Presburger Arithmetik — normale Arithmetik
ohne Multiplikation

Arithmetik . hochgradig unentscheidbar :~(

sogar sogar unvollstandig :-((

Hilberts 10tes Problem

—
— Godels Theorem
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Presburger Formeln:

¢ =

X+y=2z

b1 N\ P
dx: ¢
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Presburger Formeln:

¢ = x+y=z | x=n |
GiNpy | P
dx: ¢
Ziel: PSAT

Finde Werte in N fiir die freien Variablen, so dass ¢ gilt ...
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Idee: Codiere die Werte der Variablen als Worte :-)

213t 1/o(1|0]1|l0]1]1
42  z ol1|o|1]/0]1|0]0
89 vy 1{olo|1|1]|0l1]0
17 x 1/o0(o0|0|1|l0]0]0O
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Idee: Codiere die Werte der Variablen als Worte :-)

213t 1/o0[1|/0|1|l0]2]1
42z ol1/o[1/0|1|0]|0
89 vy 1/o(o0|1|1]|0|1]0
17 X 1/o0/0|0|1|l0]|0]0O
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Idee: Codiere die Werte der Variablen als Worte :-)

213t 1/o[1|/0]1|l0]1]1
42  z ol1|o|l1]/0]1|0]0
89 vy 1{olo|1|1]|0l1]0
17 x 1/o0/o0|o0|1|l0]0]0O
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Idee: Codiere die Werte der Variablen als Worte :-)

213t 1/o0(1|/0]1|l0]1]1
42  z ol1|o|l1]|0]1|0]0
89 vy 1{olo|1|1]|0|1]0
17 x 1/o0(o0|0|1|l0]0]0O
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Idee: Codiere die Werte der Variablen als Worte :-)

213t 1/o0[1|/0]1|l0]1]1
42  z ol1|o|1]|0]1|0]0
89 vy 1{olo|1|1]|0l1]0
17 x 1/o0(o0|0|1|l0]0]0O
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Idee: Codiere die Werte der Variablen als Worte :-)

213t 1/o0(1|/0]1|l0]1]1
42  z ol1|o|1]|0]1|0]0
89 vy 1{olo|1|1]|0l1]0
17 x 1/o0/(o0|0|1|l0]0]0O
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Idee: Codiere die Werte der Variablen als Worte :-)

213t 1/o0(1|0]2|l0]1]1
42  z ol1|o|l1|0|1|0]0
89 vy 1{olo|1|1]|0|1]0
17 x 1/o0(o|o|1|l0]0]0O
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Idee: Codiere die Werte der Variablen als Worte :-)

213t 1/o[1|0]1|l0]1]1
42  z ol1|o|1]|0]1|0]0
89 vy 1{olo|1|1]|0|1]0
17 x 1/o0(o0|o0|1|l0]0]0O
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Idee: Codiere die Werte der Variablen als Worte :-)

213t 1/o(1|0]1|l0]2]1
42  z ol1|o|l1]|0]1|0]0
89 vy 1{olo|1|1]|0l1]0
17 x 1/o0/o0|0|1|l0]0]0O
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Idee: Codiere die Werte der Variablen als Worte :-)

213t 1/o0(1|0]1|l0]1]1
42  z ol1/o|1]|0]1|0]0
89 vy 1/olo|1|1]|0l1]0
17 x 1/o0(o0|o0|1|l0]0]0O
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Beobachtung:

Die Menge der erfiillenden Variablenbelegungen ist regular -))
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Beobachtung:

Die Menge der erfiillenden Variablenbelegungen ist regular :-))
b1 A\ Py — L(P1)NL(D7) (Durchschnitt)

¢ — L() (Komplement)
dx: ¢ — . (L(P)) (Projektion)
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Weg-Projizierung der x-Komponente:

1/0(1{0|12(0]1]|1

0/1{0(1{0|2/0]0
1/0(0|2/1{0|12/0
110/0(0(1{0{0|0

t

213
42

y

89

17
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Weg-Projizierung der x-Komponente:

213 t 1{0{12({0|1/0

42  z 0/{1(0(1(0|1

8 vy 1{0]/0(1(1]0
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Automaten fiir Basis-Pradikate:
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Automaten fiir Basis-Pradikate:

X+X=y

JSoNROSE

01
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Automaten fiir Basis-Pradikate:

X+y=Z
110

000 111
(&L D

101 100
001
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Ergebnisse:

Ferrante, Rackoff,1973 : PSAT < DSPACE(2%")
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Ergebnisse:

Ferrante, Rackoff,1973 : PSAT < DSPACE(2%")

Fischer, Rabin, 1974 - PSAT >  NTIME(2%")
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3.4 Verbesserung der Speicher-Organisation

Ziel:
e Ausnutzung von Caches
— Verringerung der Anzahl der Cache-Misses
e Verringerung der Allokations / Deallokations-Kosten

— Ersetzung von Heap-Allokation durch
Stack-Allokation

— Unterstiitzung der Freigabe tiberfliissiger
Heap-Obijekte

e Verringerung der Zugriffskosten

— Verkiirzung der Indirektionsketten (Unboxing)
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1. Cache-Optimierung:

Idee: lokale Speicherzugriffe

e Laden aus dem Speicher lddt nicht nur ein Byte, sondern fiillt
eine ganze Cache-Zeile.

o Zugriff auf benachbarte Zellen werden billiger.

e Passen alle Daten einer inneren Schleife in den Cache, wird
die Iteration extrem speicher-effizient ...
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Mogliche Losungen:

—  Organisiere Zugriffe auf die vorhanden Daten um !

—  Organisiere die Daten um !

Solche Optimierungen funktionieren i.a. automatisch nur fiir
Felder :-(

Beispiel:
for (j=1,j <m;j++)

for (i=1;i < m;i++)
alil[j] = ali = 1[j = 1] +ali][j);
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= [teriere stets erst tiber die Zeilen!

— Vertausche die Reihenfolge der Iterationen:

for (i=1;i < m;i+—+)
for (j=1;j<mn;j++)
alil[j] = ali = 1)[j = 1] +ali][j);

Wann ist das erlaubt ?7?7?
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[terations-Schema: vorher:
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[terations-Schema: nachher:
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Iterations-Schema:  erlaubte Abhdngigkeiten:

NI
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In unserem Fall miissen wir tiberpriifen, dass die folgenden
Gleichungs-Systeme keine Losung haben:

Schreiben Lesen

(i, 1) = (2—1,7—1)
I < )
J2 < 1

(i,j1) = (2—1j2—1)
I < I
J1 < J2

Das erste impliziert: jo < ja—1 Hurra!

Das zweite impliziert: h <i,—1 Hurra!
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Beispiel: Matrix-Matrix-Multiplikation

for (i=0;i < N;i++)
for (j=0;j < M;j++)
for (k=0;k < K; k++)
cli]lj] = cli]lj] + ali][K] - blK][f1;

Uber b[][] iterieren wir spaltenweise :~(
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30

112|134
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Vertausche die beiden inneren Schleifen:

for (i=0;i < N;i++)
for (k=0;k < K; k++)
for (j=0;j<M;j++)
cli](j] = elil[j] + ali][k] - bIK][f);

Ist das erlaubt ???
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Diskussion:

e Die Korrektheit folgt genauso wie eben  :-)

e Eine dhnliche Idee ldsst sich auch zur Implementierung von
Matrix-Multiplikation zeilen-komprimierter Matrizen
benutzen :-))

o  Moglicherweise muss das Programm erst konditioniert
werden, damit die Anwendbarkeit der Transformation
erkannt wird :-(

e  Matrix-Multiplikation benétigt evt. erst eine Initialisierung
der Ergebnis-Matrix ...
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for (i=0;i < N;i++)
for (j=0;j<M;j++) {
cli]ljl = 0;
for (k=0;k < K; k++)
cli]lj] = cli]lj] + ali][K] - blK][f1;

e Jetzt konnen wir die beiden Iterationen nicht einfach
vertauschen :-(

e  Wir konnen aber die Iteration iiber j duplizieren ...
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for (i =0;i < N;i++) {
for (j=0;j <M;j++) cli]|j] = 0;
for (j=0;j < M;j++)
for (k=0;k < K; k++)
cli](j] = cli]lj] + ali][K] - blK][f1;

}
Zur Korrektheit:
——  Die gelesenen Eintrédge (hier: keine) diirfen im Rest des
Rumpfs nicht modifiziert werden !!!
——  Die Reihenfolge der Schreibzugriffe einer Zelle darf sich

nicht &ndern  :-)
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Man erhalt;

for (i=0;i < N;i++) {
for (j=0;j<M;j++) cli][j] =0;
for (k=0;k < K;k++)
for (j=0;j<M;j++)
clil[j] = cli][j] + ali][k] - blk][f];
h

Diskussion:

e Statt mehrere Schleifen zusammen zu fassen, haben wir
Schleifen distribuiert :-)

o Desgleichen zieht man Abfragen vor die Schleife ——
If-Distribution ...
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Achtung:

Statt dieser Transformation kOnnte man die innere Schleife auch
anders optimieren:

for (i=0;i< N;i++)
for (j=0;j<M;j++) {
t=0;
for (k=0;k < K;k++)
t =t + ali][k] - blk][j];
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Idee:

Finden wir ein heftig benutztes Feld-Element ale;]| ... [e,] , dessen
Index-Ausdriicke e¢; innerhalb der inneren Schleife konstant
sind, konnen wir stattdessen ein Hilfsregister spendieren :-)

Achtung:

Diese Optimierung verhindert die vorherige und umgekehrt ...
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Diskussion:

e Die bisherigen Optimierungen beziehen sich auf Iterationen
tiber Feldern.

e Cache-sensible Organisation anderer Datenstrukturen ist
moglich, aber i.a. nicht vollautomatisch moglich ...

Beispiel: Keller
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Vorteil:

+  Die Implementierung ist einfach :-)
+  Die Operationen push / pop erfordern konstante Zeit :-)
+  Die Datenstruktur ist potentiell beliebig grofs :-)

Nachteil:

—  Die einzelnen Listenknoten konnen beliebig iiber den
Speicher verteilt sein  :~(
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Alternative:

Vortelil:

+  Die Implementierung ist auch einfach :-)

_|_

Die Operationen push / pop erfordern konstante Zeit :-)

+  Die Daten liegen konsequtiv; Stack-Schwankungen sind im
Mittel gering

— gutes Cache-Verhalten !!!
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Nachteil:

—  Die Datenstruktur ist beschrankt :-(

Verbesserung;:

e Istdas Feld voll, ersetze es durch ein doppelt so grofses !!!

e Wird das Feld leer bis auf ein Viertel, halbiere es wieder !!

—— Die Extra-Kosten sind amortisiert konstant :-)

—— Die Implementierung ist nicht mehr ganz so trivial :-}
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Diskussion:

l

l

Die gleiche Idee klappt auch fiir Schlangen :-)

Andere Datenstrukturen bemiiht man sich, blockweise
aufzuteilen.

Problem: wie organisiert man die Zugriffe, dass sie
moglichst lange auf dem selben Block arbeiten 7?7

— Algorithmen auf externen Daten
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2. Stack-Allokation statt Heap-Allokation

Problem:

e Programmiersprachen wie Java legen alle Datenstrukturen im
Heap an — selbst wenn sie nur innerhalb der aktuellen
Methode benotigt werden  :-(

o Uberlebt kein Verweis auf diese Daten den Aufruf, wollen wir
sie auf dem Stack allokieren :-)

— Escape-Analyse
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Idee:

Berechne Alias-Information.

Bestimme, ob ein erzeugtes Objekt moglicherweise von aufien
erreichbar ist ...

Beispiel: unsere Pointer-Sprache

x = new();

y = new();

X —a=1;

z=1y;

return z;

... konnte ein moglicher Methoden-Rumpf sein ;-)
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Von aufsen zugdnglich sind Objekte, die:

e von return zuriick geliefert werden;
e einer globalen Variablen zugewiesen werden;

e von solchen Objekten erreichbar sind.

... im Beispiel:

x = new();
y = new();
X —a=y;
z=1;
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Von aufien zugéanglich sind Objekte, die:

e von return zuriick geliefert werden;
e einer globalen Variablen zugewiesen werden;

e von solchen Objekten erreichbar sind.

... im Beispiel:

x = new();
y = new();
X —a=y;
z=vy];
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Von aufien zugéanglich sind Objekte, die:

e von return zuriick geliefert werden;
e einer globalen Variablen zugewiesen werden;

e von solchen Objekten erreichbar sind.

... im Beispiel:

x = new();
y = new();
X —al=y;
z=|y}|
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Von aufien zugédnglich sind Objekte, die:

e von return zuriick geliefert werden;
e einer globalen Variablen zugewiesen werden;

e von solchen Objekten erreichbar sind.

... im Beispiel:

return |z |
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Wir schliefsen:

e Die Objekte, die das erste new() anlegt, konnen nicht
entkommen.

e  Wir konnen sie darum auf dem Stack allokieren :-)

Achtung:

Das ist nattirlich nur sinnvoll, wenn von dieser Sorte nur wenige
pro Methoden-Aufruf angelegt werden :-(

Liegt deshalb ein solches lokales new() in einer Schleife, sollten
wir die Objekte vorsichtshalber doch im Heap anlegen ;-)
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Erweiterung: Formale Parameter

e  Wir bendtigen eine interprozedurale Alias-Analyse :-)

e Kennen wir das gesamte Programm, konnen wir z.B. die
Kontrollflussgraphen der einzelnen Funktionen zu einem
einzigen zusammen fassen (durch Hinzufligen geeigneter
Kanten) und fiir diesen Alias-Information berechnen ...

e Achtung: benutzen wir die selben Namen v, 1,,... fir
die formalen Parameter, wird die Information dort notwendig
ungenau :-(

e Kennen wir das Gesamtprogramm nicht, miissen wir
annehmen, dass jede Referenz, die einer anderen Funktion
bekannt ist, entkommt :-((
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3.5 Zusammenfassung

Wir haben jetzt diverse Optimierungen kennen gelernt zur
besseren Ausnutzung der Hardware-Gegebenheiten.

Reihenfolge ihrer Anwendung:

o  Erst globale Restrukturierungen der Prozeduren/Funktionen
sowie der Schleifen fiir besseres Speicherverhalten ;-)

e Dann lokale Umstrukturierung fiir optimale Nutzung des
Instruktionssatzes und der Prozessor-Parallelitat :-)

e Dann Registerverteilung und schliefslich

e Peephole-Optimierung fiir den letzten Schliff ...
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Funktionen:

Endrekursion + Inlining
Stack-Allokation

Schleifen:

Iterationsverbesserung
— if-Distribution
—  for-Distribution

Werte-Caching

Riimpfe:

Life-Range-Splitting
Instruktions-Auswahl
Instruktions-Anordung mit
—  Schleifen-Abwicklung

—  Schleifen-Verschmelzung

Instruktionen:

Register-Verteilung
Peephole-Optimierung

835




4 Optimierung funktionaler Programme

Beispiel:
fun facx = if x <1 then 1

else x-fac (x —1)

e Es gibt keine Basis-Blocke :-(
o Es gibt keine Schleifen :-(

e Viele Funktionen sind rekursiv  :-((
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Strategien zur Optimierung:

——  Verbessere spezielle Ineffizienzen wie:

e Pattern Matching

o Lazy Evaluation (falls vorhanden ;-)

e Indirektionen — Unboxing / Escape-Analyse
e /wischendatenstrukturen — Deforestation

——>  Entdecke bzw. erzeuge Schleifen mit Basis-Blocken :-)

e Endrekursion
e Inlining
o let-Floating
Wende dann allgemeine Optimierungs-Techniken an!

.. etwa durch Ubersetzung nach C  ;-)
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Achtung:

Wir bendtigen neue Programmanalyse-Techniken, um
Informationen tiber funktionale Programme zu sammeln.

Beispiel: Inlining
fun max (x,y) = if x>y then x
else y
fun abs z = max (z, —z)

Als Ergebnis der Optimierung erwarten wir ...
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fun max (x,y) = if x>y then x

else vy
fun abs z = let wval x=z
val y = —z

in if x >y then x

else y

end

Diskussion:

max ist zuerstmal nur ein Name. Wirt miissen herausfinden,
welchen Wert er zur Laufzeit haben kann

—— Wert-Analyse erforderlich !!
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Nevin Heintze im australischen Team
des Prolog-Programmier-Wettbewerbs, 1998
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Das ganze Bild:
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41 Eine einfache Zwischensprache

Zur Vereinfachung betrachten wir:

v = b|(xy,...,x) | cx|fnx=e¢

e = vl (x1x) | (01 x) | (x10O2x7) |
let x; =e1 ... Xy = exin ¢g end |
letrec x; = e ... Xy = er in ¢y end |
case xof p1: e1 |...| pr: erend

p = v|x|cx|(x1,...,x)

wobei b eine Konstante ist, x eine Variable, ¢ ein
(Daten-)Konstruktor und 0O; i-stellige Operatoren sind.
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Diskussion:

e Konstruktoren und Funktionen sind stets ein-stellig.
Dafiir gibt es explizite Tupel :-)

o if-Ausdriicke und Fall-Unterscheidung in Funktions-
Definitionen wird auf case-Ausdriicke zurtickgefiihrt.

e In Fall-Unterscheidungen sind nur einfache Muster erlaubt.
—— Komplizierte Muster miissen zerlegt werden ...
o let-Definitionen entsprechen Basis-Blocken :-)

e Typ-Annotationen an Variablen, Mustern oder Ausdriicken
konnten weitere niitzliche Informationen enthalten
— wir verzichten aber drauf :-)
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... im Beispiel:
Die Definition von max sieht dann so aus:

max = fn x = case x of (x1,x7)
letz = x; < x
in case z
of True : xy
| False : x;
end
end

end
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Entsprechend haben wir fiir abs:

abs = fnx = let z; = —x

zo = (X,21)
in (max z;)

end

4.2 Eine einfache Wert-Analyse

Idee:

Fiir jeden Teilausdruck e sammeln wir die Menge [e]]* der
moglichen Werte von e ...
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Sei V die Menge der vorkommenden Konstanten (-Klassen),
Konstruktor-Anwendungen und Funktionen. Dann wahlen wir als
vollstandigen Verband natiirlich:

vV = 2V

Wir stellen wir ein Ungleichungs-System auf:

e Ist e ein Wertd.h.vonder Form: b,cx,(xy,...,x¢) oder
fnx = e erzeugen wir:

[e]* 2 {e}

o Ist e=(x;x) und f=fnx = e;,dann

[e]’ (f el ?[e]? : 0
[<IF 2 (f €lalf)?[x]* : 0

1y
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Int-Werte, die Operatoren zurtick liefern, approximieren wir
z.B. durch eine Konstante int.

Operatoren, die Boolesche Werte liefern, liefern z.B.
{True, False} :-)

Ist e=letx; =e;...xr = ¢ in ¢y end. Dann erzeugen wir:

[x]F 2 [e]
[e]l* 2 [eo]®

Analog fiir ¢ = letrec x; = ¢;...xr = ¢ in ¢p end:

[x]* 2 [e]?
[e]l* 2 [eo]®
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Sei e=casexofp; :e|...|pr: erend.
Dann erzeugen wir fiir p; =,

[e]f D (b€ [x]*) 2 [e]? : 0

Ist pi=cy und v=cz einWert,dann

[e]? (v € [x]%) 2 [e]* : 0
[y]* (v e [x]*) 2 [=]* : 0

Ist pi=(yy,...,y5x) und ©v=(z1,...,2) ein Wert,
dann

2
2

[elf 2 (velx]P)?[el : 0
[vilF 2 (e lxl)? =] : 0
Ist p;=yvy,dann
[elF 2 [el’
vIF 2 [x]°
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4.3 Eine operationelle Semantik

Idee:

Wir konstruieren eine Big-Step operationelle Semantik, die
Ausdriicke auswertet :-)

Konfigurationen:
c == (e env)
vc == (v,env)
env = {x;+— vcy,...}

Werte sind Konfigurationen, in denen der Ausdruck von der Form:
b,cx,(x1,...,xx) oder fnx = e ist :-)
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Umgebungen enthalten nur Werte :-))

Beispiele fiir Werte:
1: (1,0)
cl : (cx,{x— (1,0)})
12l (G ) i = 1,

y1 = ((x2,12),{x2 — 2,
y2 = (0,0)1)})

Werte sehen etwas merkwiirdig aus :-)
Der Grund ist, dass wir Substitutionen nie ausfiihren :-)

Alternativ konnen wir uns die Variablen in den Umgebungen als
Speicherzellen vorstellen ...
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Achtung:

Rekursive Funktionen fithren zu zyklischen Verweis-Strukturen

)
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—

Auswege:

e Rekursive Funktionen werden auf dem Toplevel definiert :-)
e Lokale Rekursive Funktionen sind stets nur selbst rekursiv.

Fiir diese fiihren wir einen neuen Operator fix ein ...
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Aus: letrec x; = ¢; in ¢g end

wird: let x; = fix(x1,e1) in ey end

Beispiel: Die append-Funktion

Betrachten wir die Konkatenation von zwei Listen. In ML
schreiben wir einfach:

fun app || = fny =y
| app (x:xs) = fny = x:appxsy

In unserer eingeschrankten Zwischensprache sieht das etwas
detaillierter aus :-)
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app = fix(app, fn x = case x

of [|: fny = vy
| z: casezof (x;,x) : fny =
let a;, = app x
a, = a1y
z1 = (x1,42)
in ::2z;
end
end
end )

Die Big-Step Semantik gibt Regeln an, zu welchem Wert sich eine
Konfiguration ausrechnen lasst ...
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Funktionsanwendung:

nx; = (fnx = e, m)
Xy = (02,772)
(e,m @ {x — (v2,m)}) == (v3,13)

(xl X2, T’) — (03/ TI3)

855



Lokal rekursive Funktionsanwendung;:

nx; = (fix(f,fnx = e),m)
NXxz = (Uz,ﬂz)
(em@{f— (fix(f,fnx = e),m), x = (v2,m)}) = (v3,13)

(x1 x2,m) == (v3,13)
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Fall-Unterscheidung 1:

nx = (b,m)
(e;, 1) == (vi, i)

(casexof py : e1 | ... | px : exend, n) —= (v;, ;)

sofern p;=b dasersteauf b passende Musterist :-)
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Fall-Unterscheidung 2:

nx = (cz,m)
(e, n®{xi — (nz)}) == (v, M)

(casexof py : e1 | ... | px : exend, n) —= (v;, ;)

sofern p; =c x; dasersteauf cz passende Musterist :-)
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Fall-Unterscheidung 3:

(case xof p; : e1|...|pr : exend, n) — (v;, ;)

fiir das erste passende Muster p; = (y1,...,Ynu) )
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Fall-Unterscheidung 4:

(e, n® {xi — (nx)}) == (vi, m:)

(casexof py : e1 | ... | px : exend, n) —= (v;, ;)

sofern p; =x; und alle Muster davor fehl schlugen :-)
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Lokale Definitionen:

(e1,m) == (v, m)
(62, n® {x1 = (v1,m)}) == (v2,m2)

(er, n®{x1— (v1, M), -, Xk—1 — (Vk1, Mk—1) ) == (Vk, k)
(30/77 % {xl = (vll Tll)/- ey X ('Uk, le)}) — (UOI T]O)

(let x; =e;...xr = er in ¢y end, 1) =—= (vy, 1)
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Variablen:

n(x) = (v, m)

(x, 1) == (v1,m)
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Korrektheit der Analyse:

Man zeigt fiir jedes (e, 1) , das in einer Ableitung fiir das
Programm vorkommt:

e Talls n(x)=(v,m),dannist v € [x]*.
e TFalls (e,7) == (v,1m1),dannist v € [e]".

Fazit:

[e]* liefert eine Obermenge der Werte, zu denen sich e
moglicherweise ausrechnet :-)
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44 Anwendung: Inlining

Probleme:

e globale Variablen. Das Programm:

let x=1
f=let x=2
in fhy = y+x
end
in fx

end
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... berechnet offenbar etwas anderes als:

let x=1
f=let x=2
in fny = y+x

end
in let y=x
in  y-+x
end

end

rekursive Funktionen. In der Definition:
x = fix (foo, fn y = foo y)

sollten wir foo besser nicht substituieren :-)
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Idee 1:

l

l

Wir machen erstmal die Namen im Programm eindeutig.

Dann substituieren wir nur Funktionen, die statisch im
Scope der selben globalen Variablen stehn, wie die
Anwendung :-)

Wir berechnen fiir jeden Ausdruck alle
Funktions-Definitionen mit dieser Eigenschaft :-)
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Sei Dle] die Menge der Definitionen, diein e statisch

ankommen.

ee Fiir ¢ = letx; =¢;...xx =e¢e,ineyg end haben wir:
D[el] = D
Dler] = DU{xy,...,x1}
Dleo)] = DUA{xy, ..., x}

ee In den anderen Fillen propagiert sich [ unverdndert zu
den Teilausdriicken :-)

Fir e = fnx = e; haben wir etwa:

Dle;) = D
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... im Beispiel:

let x=1
f=let x =2
in fny = y+x
end
in fx

end

... steht (nach Umbenennung :-) f fiir f xstatisch zur
Verfiigung. Bei Substitution erhalten wir:
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let x=1
f=let x =2
in fny = y+x

end
in let y=x
in let x; =2
I y+x;
end
end

end

Ersetzen der Variablen-Variablen-Umbenennungen ergibt
schliefslich:
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let x=1
f=let x =2
in fny = y+x

end

in let x; =2
in x4+ x

end

end
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Idee 2:

—  Wir benutzen unsere Wert-Analyse.
—  Wir ignorieren globale Variablen :-)

—  Wir substituieren nur Funktionen ohne freie Variablen :-))

Beispiel: Die map-Funktion

871



let f=fnx = x-x

map = fix(map, fn ¢ = fn x = casex

of [] : []
| ::z: casezof (x,x) in
let y1 = ¢ x;
m = map g
Yo = M X
z1 = (Y1, ¥2)
in :: 2z
end
end)
h=map f
in h list

end
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e Der formale Parameter ¢ von map iststets f :-)

e  Wir kdnnen die Anwendung von f in der Definition von
map ersetzen:
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map = fix (map, fn ¢ = fn x = case x

h=map f

of []:

end)

wZ

|

case z of (x1,x,) in

let y; =| letx = x4
inx-x
end
m = map g
Yo = M X
z1 = (Y1, ¥2)
in :: 2z
end
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e  Noch mehr konnten wir sparen, wenn wir die spezialisierte
Funktion /i =map f direkt definieren konnten :-)

e Dazu miissen wir iiberall in der Definition von map das
Muster |map g| durch /i ersetzen ...

—— fold-Transformation :-)

o Alle weiteren Vorkommen von ¢ miissen durch
(die Definition von) f ersetzt werden ...

// kommt hier nicht vor :-)
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map = fix (map, fn ¢ = |fn x = case x

of []: []
| ::z: casezof (x,x) in
let y; =| let x = x4
inx-x
end
m =|map g
Yo =Mm X
z1 = (Y1, ¥2)
in :: 2z
end
end)

h=map f
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hh =fix (I, fnx = case x

of []: []
| ::z: casezof (x,x) in
let y; =| letx = x4
inx-x
end
m=\|h
Yo = Mm X3
z1 = (Y1, ¥2)
in ::z;
end

end)
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Beseitigung von Variablen-Variablen-Umspeicherungen liefert:

I =fix(/,fn x = case x

of []: []

| :1z: casezof (x,x) in

Yo =11 Xy

z1 = (Y1, ¥2)
in :: 2z
end

end)
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