








Wir suchen Losungen fiir Constraint-Systeme der Form:

xi I fi(xy, ..., x) ()
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Wir suchen Losungen fiir Constraint-Systeme der Form:

xi 3 filxy, .., x) (%)
wobei:
X; Unbekannte hier: A[u]
D Werte hier: 2Fx"

C C DxD | Ordnungsrelation hier: D
fi: D" — D Bedingung hier:
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Wir suchen Losungen fiir Constraint-Systeme der Form:

xi 3 filxq, ..., x,) (%)
wobei:
X; Unbekannte hier: A[u]
D Werte hier;: 2Fr
C € DxD | Ordnungsrelation hier: 2O
fi: D" — D Bedingung hier:

Constraint fir A[v] :

Alo] € (O{IkD* (Alu]) | k= (u,_,v) Kante}
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Wir suchen Losungen fiir Constraint-Systeme der Form:

xi 3 filxq, ..., x,) (%)
wobei:
X; Unbekannte hier: A[u]
D Werte hier;: 2Fr
C € DxD | Ordnungsrelation hier: 2O
fi: D" — D Bedingung hier:

Constraint fir A[v] :

Alo] € (O{IkD* (Alu]) | k= (u,_,v) Kante}
Denn:
x ddyAN...Ax Jdy gdw. x 3| {dy,..., di}
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Eine Abbildung f:ID; — D, heifst monoton, falls
f(a) C f(b) furalle aLCb.
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Eine Abbildung f:ID; — D, heifst monoton, falls
f(a) C f(b) furalle aLCb.

Beispiele:

(1) Dy =D, =2Y fiireine Menge Uund fx = (xNa)Ub.

Offensichtlich ist jedes solche f monoton :-)
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Eine Abbildung f:ID; — D, heifst monoton, falls
f(a) C f(b) furalle aLCb.

Beispiele:

(1) Dy =D, =2Y fiireine Menge Uund fx = (xNa)Ub.

Offensichtlich ist jedes solche f monoton :-)

(2) Dy =Dy = Z (mit der Ordnung “<”). Dann gilt:

° iIncx =x-+1 1st monoton.

° decx =x—1 1st monoton.
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Eine Abbildung f:ID; — D, heifst monoton, falls
f(a) C f(b) furalle aLCb.

Beispiele:

(1) Dy =D, =2Y fiireineMenge Uund fx= (xNa)Ub.

Offensichtlich ist jedes solche f monoton :-)

(2) Dy =D, = Z (mit der Ordnung “<”). Dann gilt:

° incx =x-+1 1st monoton.
e decx=x—-—1 1ist monoton.

e invx = —x istnicht monoton :-)
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Satz:

Sind f1:D; —=D, und f;,:0D, — D3 monoton, dann ist
auch f,of;:D; — D3 monoton :-)

Ist I, ein vollstindiger Verband, dann bildet auch die Menge
D; — D,] der monotonen Funktionen f:ID; — D, einen
vollstandigen Verband, wobei
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Satz:

Sind f1:D; —=D, und f;,:0D, — D3 monoton, dann ist
auch f,of;:D; — D3 monoton :-)

Satz:

Ist I, ein vollstindiger Verband, dann bildet auch die Menge
D; — D,] der monotonen Funktionen f:ID; — D, einen
vollstandigen Verband, wobei

fCg gdw. fxC gx furallex €Dy
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Satz:

Sind f;:D; — D, und f,:D; — D3 monoton, dann ist
auch f,of;:D; — D3 monoton :-)

Satz:

Ist I, ein vollstindiger Verband, dann bildet auch die Menge
D; — D,] der monotonen Funktionen f:ID; — D, einen
vollstandigen Verband, wobei

fEg gdw. fxLC gx fiurallex € Dy

Insbesondere ist fiir F C [D; — Dy,

| |[F=f mit fx=||{gx|geF}
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Fiir Funktionen fix =a;,NxUb; konnen wir die Operationen
“o”, " und “M”  explizit angeben:

(szfl)x = a1 MNay | MNxy azﬂlﬁsz
(f1|_|f2)x = (611Uﬂz) NxU b1Ub2
(f1|_|f2)x = (Q1Ub1)ﬂ(a2Ub2) NxU blﬂbz
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Gesucht:

wobei alle

moglichst kleine Losung fiir:

xi 3 fi(xq,...,x0), i=1,...,n

fi:D" — D monoton sind.
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Gesucht: moglichst kleine Losung fiir:

xi 3 fi(xq,...,x0), i=1,...,n

wobei alle f;: D" — D monoton sind.

Idee:

e Betrachte F:D" — D" mit
F(x1,...,x,) = (y1,...,y,) wobei

95

Y, = fi(x1,...,x,).



Gesucht: moglichst kleine Losung fiir:

xi 3 fi(xq,...,x0), i=1,...,n

wobei alle f;: D" — 1D monoton sind.

Idee:

e Betrachte F:D" — D" mit
F(x1,...,x,) = (y1,...,y,) wobei

e Sindalle f; monoton, dannauch F

96

Y, = fi(x1,...,x,).
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Gesucht: moglichst kleine Losung fiir:

xi 3 fi(xq,...,x0), i=1,...,n ()

wobei alle f;: D" — 1D monoton sind.

Idee:

e Betrachte F:D" — D" mit
F(x1,...,x;,) = (y1,...,y,) wobei vy, = fi(x1,...,x,).

e Sindalle f; monoton, dannauch F :-)

o  Wir approximieren sukzessive eine Losung. Wir konstruieren:

1, Fl, F1, P,

Hoffnung: Wir erreichen irgendwann eine Losung ... 7?7
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Beispiel:
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Beispiel: D =2labelt, E=C

x; 2 {a}Ux;
X> 2 X3ﬂ{a,b}
X3 2 X1U{C}
Die Iteration:
0] 1 2 3
X1 )
X2 )
X3 )
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Beispiel: D =2labelt, E=C

x1 2 {a}Uxs
X 2 X3 {a, b}
X3 2 x1 U {C}
Die Iteration:
0 1 2 3
x1 || 0| {a}
xp || O 0
X3 @ {C}
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Beispiel: D =2labelt, E=C

x1 2 {a}Uxs
X 2 X3 {a, b}
X3 2 x1 U {C}
Die Iteration:
0 1 2 3
x1 || 0| {a} | {a,c}
Xo (Z) @ (Z)
X3 @ {C} {61, C}
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Beispiel:

Die Iteration:

D — 2{a,b,c}, C=C
x1 2 {a}Uxs
X2 2 X3 M {a, b}
X3 o x1 U {C}

0] 1 2 3
x1 || 0| {a} | {a,c} |{a,c}
Xy [0 0 0 {a}
x3 || 0| {c} | {a,c} |{a,c}
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Beispiel: D =2labelt, E=C

x1 2 {a}Uxs
Xy 2 X3ﬂ{a,b}
X3 2 X1U{C}
Die Iteration:
0| 1 2 3 4
x1 || 0| {a} | {a,c}|{ac} |dito
X |0 0@ ) {a}
x3 || 0| {c}t|{ac}|{ac}
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Oftenbar gilt:

e Gilt FFl =F'1, isteineLosunggefunden :-)
e |,FL1,F?1,... Dbilden eine aufsteigende Kette :

1l C Fl1l C F1 C

e Sind alle aufsteigenden Ketten endlich, gibtes k immer.
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Oftenbar gilt:

e Gilt FFl =F'1, isteineLosunggefunden :-)
e |,FL1,F?1,... Dbilden eine aufsteigende Kette :

1l C Fl1l C F1 C

e Sind alle aufsteigenden Ketten endlich, gibtes k immer.

Die zweite Aussage folgt mit vollstandiger Induktion:
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Oftenbar gilt:

e Gilt FFl =F'1, isteineLosunggefunden :-)
e |,FL1,F?1,... Dbilden eine aufsteigende Kette :

1l C Fl1l C F1 C

e Sind alle aufsteigenden Ketten endlich, gibtes k immer.

Die zweite Aussage folgt mit vollstandiger Induktion:

Anfang: F° 1L =1 CF'1 :)
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Oftenbar gilt:

e Gilt FFl =F'1, isteineLosunggefunden :-)
e |,FL1,F?1,... Dbilden eine aufsteigende Kette :

1l C Fl1l C F1 C

e Sind alle aufsteigenden Ketten endlich, gibtes k immer.

Die zweite Aussage folgt mit vollstandiger Induktion:

Anfang: F° 1L =1 CF'1 :)

Schluss: Gelte bereits F~' 1L C F'1. Dann
Fl=F(F'l)CF(FLl)=F+1

da F monotonist :-)
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Fazit:

Wenn D endlich ist, finden wir mit Sicherheit eine Losung  :-)

Fragen:
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Fazit:

Wenn D endlich ist, finden wir mit Sicherheit eine Losung  :-)

Fragen:

1.  Gibt es eine kleinste Losung ?
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Fazit:

Wenn D endlich ist, finden wir mit Sicherheit eine Losung  :-)

Fragen:

1.  Gibt es eine kleinste Losung ?

2. Wennja: findet Iteration die kleinste Losung ??
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Fazit:

Wenn D endlich ist, finden wir mit Sicherheit eine Losung  :-)

Fragen:

1.  Gibt es eine kleinste Losung ?
2. Wennja: findet Iteration die kleinste Losung ??

3. Was,wenn [ nichtendlich ist ???

111



Satz Knaster — Tarski

In einem vollstandigen Verband D hatjede monotone Funktion
f:D— D einen kleinsten Fixpunkt dj.

Sei P={deD|d3fd} dieMenge der Postfixpunkte.
Dannist dy=1[]P
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Satz Knaster — Tarski

In einem vollstandigen Verband D hatjede monotone Funktion
f:D— D einen kleinsten Fixpunkt dj.

Sei P={deD|d3fd} dieMenge der Postfixpunkte.
Dannist dy=1[]P

Beweis:

(1) doEPZ
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Satz Knaster — Tarski

In einem vollstandigen Verband D hatjede monotone Funktion
f:D— D einen kleinsten Fixpunkt dj.

Sei P={deD|d3fd} dieMenge der Postfixpunkte.
Dannist dy=1[]P

Beweis:
(1) dy € P:
fdoC fdCd fiaralled e P
——  fdy istuntere Schranke von P
—— fdyCdy weildy=[]P
—— dp€P =)
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(2) do = fdo .
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(2) do = fdy:

fdoCdy wegen (1)

f(fdo) C fdy wegen Monotonie von f
fdoeP

do C fdp und die Behauptung folgt :-)

I 1]
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(2) do = fdy:

fdoCdy wegen (1)

f(fdo) C fdy wegen Monotonie von f
fdoeP

do C fdp und die Behauptung folgt :-)

I 1]

(3) do ist kleinster Fixpunkt:
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(2) do = fdy:

fdoCdy wegen (1)

f(fdo) C fdy wegen Monotonie von f
fdoeP

do C fdp und die Behauptung folgt :-)

I 1]

(3) do ist kleinster Fixpunkt:

dy Jdy = fdy weiterer Fixpunkt
— d, e P
— do LT dy -))
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Bemerkung:

Der kleinste Fixpunkt dy, istin P und untere Schranke :-)

—— dj istder kleinste Wert x mit x J fx
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Bemerkung:

Der kleinste Fixpunkt dy, istin P und untere Schranke :-)

—— dj istder kleinste Wert x mit x J fx

Anwendung:

Sei x; 3 fi(xy,...,x0), 1i=1,...,n ()

ein Ungleichungssystem, wobei alle f; : D" — ) monoton sind.
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Bemerkung:

Der kleinste Fixpunkt dy, istin P und untere Schranke :-)

—— dj istder kleinste Wert x mit x J fx

Anwendung:

Sei x; 3 fi(xy,...,x0), 1i=1,...,n ()

ein Ungleichungssystem, wobei alle f; : D" — ) monoton sind.

—— kleinste Losung von (*) = kleinster Fixpunkt von F  :-)
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Beispiel 1: D =2Y, fx=xnaUb
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Beispiel 1: D =2Y, fx=xnaUb

FlALfT

j T

-
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Beispiel 1: D =2Y, fx=xnaUb

FlAL[pT
0| 0 T
1| b |auUb
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Beispiel 1: D =2Y, fx=xnaUb

FlApL|pT
0| 0 T
1|1 b |aUb
21 b |aUb
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Beispiel 1: D =2Y, fx=xnaUb

FlApL|pT
0| 0 T
1|1 b |aUb
21 b |aUb

Beispiel 2: D =NU {oo}
Fiir die Funktion fx=x+41 ist:
ffl=f0=i C i+1=f""1
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Beispiel 1: D =2Y, fx=xnaUb

FlApL|pT
0| 0 T
1|1 b |aUb
21 b |aUb

Beispiel 2: D =NU {oo}

Fiir die Funktion fx=x+41 ist:
ffl=f0=i C i+1=f*"1

—— Die normale Iteration erreicht nie einen Fixpunkt

—— Man benotigt manchmal transfinite Iteration

128
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Satz:

Sei f:D—D monotonund X CD diekleinste Menge mit:

(a) L eX
(b) fdeX falls deX;
(c) ||Xo€e X fiuralle X, C X.

/] diese Menge existiert offenbar :-)
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Satz:

Sei f:D—D monotonund X CD diekleinste Menge mit:

(a) L eX
(b) fdeX falls deX;
(c) ||Xo€e X fiuralle X, C X.

/] diese Menge existiert offenbar :-)

Dannist dy=[]X der kleinste Fixpunkt von f.
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Beweis:

(1) fdoCTdy dh. dy istPrafixpunkt:
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Beweis:

(1) fdoCTdy dh. dy istPrafixpunkt:

dyp € X wegen (c)
— fdop€ X wegen (b)
—— fdoCEdy )
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Beweis:

(1) fdoCTdy dh. dy istPrafixpunkt:

dyp € X wegen (c)
— fdop€ X wegen (b)
—— fdoCEdy )

(2) dp ist kleinster Prafixpunkt:
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Beweis:

(1) fdoCTdy dh. dy istPrafixpunkt:

dyp € X wegen (c)
— fdop€ X wegen (b)
—— fdoCEdy )

(2) dp ist kleinster Prafixpunkt:

Sei d; weiterer Prafixpunkt, d.h. fd; C d;.
Dann erfiillt die Menge: X; ={xeD|xCd;}
die Eigenschaften (a), (b) und (c) :-)
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Beweis:

(1) fdoCTdy dh. dy istPrafixpunkt:

dyp € X wegen (c)
— fdop€ X wegen (b)
—— fdoCEdy )

(2) dp ist kleinster Prafixpunkt:

Sei d; weiterer Prafixpunkt, d.h. fd; C d;.
Dann erfiillt die Menge: X; ={xeD|xCd;}

die Eigenschaften (a), (b) und (c)

s XgXl

—— d; istobere Schranke von X

— do=UXCEdy :))
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Fazit:

Wir konnen Constraint-Systeme durch Fixpunkt-Iteration 10sen,
d.h. durch wiederholtes Einsetzen :-)
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Fazit:

Wir konnen Constraint-Systeme durch Fixpunkt-Iteration 10sen,
d.h. durch wiederholtes Einsetzen :-)

Achtung . Naive Fixpunkt-Iteration ist ziemlich ineffizient :-(
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Fazit:

Wir konnen Constraint-Systeme durch Fixpunkt-Iteration 10sen,
d.h. durch wiederholtes Einsetzen :-)

Achtung: Naive Fixpunkt-Iteration ist ziemlich ineffizient :-(

Beispiel:

91 == W N — O
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Fazit:

Wir konnen Constraint-Systeme durch Fixpunkt-Iteration 10sen,
d.h. durch wiederholtes Einsetzen :-)

Achtung: Naive Fixpunkt-Iteration ist ziemlich ineffizient :-(

Beispiel:

1
0
{1, x>1,x—1}
Expr
{1,x>1,x—1}
{1}
Expr

91 == W N — O
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Fazit:

Wir konnen Constraint-Systeme durch Fixpunkt-Iteration 10sen,
d.h. durch wiederholtes Einsetzen :-)

Achtung: Naive Fixpunkt-Iteration ist ziemlich ineffizient :-(

Beispiel:
1 2
0 0 0
11 {1, x>1,x—-1} {1}
2 Expr {1, x>1,x—1}
31 {l,x>1,x—1} | {L,x>1,x—1}
4 {1} {1}
5 Expr {1, x>1,x—1}
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Fazit:

Wir konnen Constraint-Systeme durch Fixpunkt-Iteration 10sen,
d.h. durch wiederholtes Einsetzen :-)

Achtung: Naive Fixpunkt-Iteration ist ziemlich ineffizient :-(

Beispiel:
1 2 3
0 0 0 0
11 {1, x>1,x—-1} {1} {1}
2 Expr {1, x>1,x—1} {1,x > 1}
31 {1, x>1,x—1} | {L,x>1,x—1} | {l,x>1,x—1}
4 {1} {1} {1}
5 Expr {1, x>1,x—1} {1,x > 1}
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Fazit:

Wir konnen Constraint-Systeme durch Fixpunkt-Iteration 10sen,

d.h. durch wiederholtes Einsetzen

)

Achtung: Naive Fixpunkt-Iteration ist ziemlich ineffizient

Beispiel:

1

2

3

X

91 == W N — O

0
{1, x>1,x—1}
Expr
{1,x>1,x—1}
{1)
Expr

0
{1}

{1, x>1,x—1}
{1,x>1,x—1}
{1}

{1, x>1,x—1}

0
{1}

{1,x > 1}
{1,x>1,x—1}
{1}

{1,x > 1}

{1}
{1,x > 1}
{1,x > 1}

{1}
{1,x > 1}
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Fazit:

Wir konnen Constraint-Systeme durch Fixpunkt-Iteration 10sen,

d.h. durch wiederholtes Einsetzen

Beispiel:

-)
Achtung: Naive Fixpunkt-Iteration ist ziemlich ineffizient :-(
1 2 3 4 5
0 0 0 0 0
1] {l,x>1,x—1} {1} {1} {1}
2 Expr {1, x>1,x—1} {1,x > 1} {1,x > 1}
31 {l,x>1,x—1} | {L,x>1,x—1} | {l,x>1,x—1} | {1,x>1} | dito
4 {1} {1} {1} {1}
5 Expr {1, x>1,x—1} {1,x > 1} {1,x > 1}
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Idee: Round Robin Iteration

Benutze bei der Iteration nicht die Werte der letzten Iteration,
sondern die jeweils aktuellen :-)
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Idee: Round Robin Iteration

Benutze bei der Iteration nicht die Werte der letzten Iteration,
sondern die jeweils aktuellen :-)

Beispiel:

g1 = W N = O
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Idee: Round Robin Iteration

Benutze bei der Iteration nicht die Werte der letzten Iteration,
sondern die jeweils aktuellen :-)

Beispiel:

1}
{1,x > 1}
{1,x > 1}

)

{1,x > 1}

g1 b= W N = O
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Idee: Round Robin Iteration

Benutze bei der Iteration nicht die Werte der letzten Iteration,
sondern die jeweils aktuellen :-)

Beispiel:
1 2
0 0
L {1}
2| {1,x>1}
31 {1,x>1} | dito
41 {1
51 {1,x>1}
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Der Code fiir Round Robin Iteration sieht in Java so aus:

for(i=1i <mi++)x = L;
do {
finished = true;
for (i =1;i < m;i++){
new = fi(x1,...,%,);
if (1(x; 2 new)) {
finished = false;
X, = Xx; U new,

J
} while (!finished);
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Zur Korrektheit:

Sei ygd) die i-te Komponente von F? L.

Sei @

; der Wert von x; nach der i-ten RR-Iteration.
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Zur Korrektheit:

Sei ygd) die i-te Komponente von F? L.
Sei xfd) der Wert von x; nach der i-ten RR-Iteration.
Man zeigt:

® 3’ Ex? )
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Zur Korrektheit:

Sei ygd) die i-te Komponente von F? L.
Sei xfd) der Wert von x; nach der i-ten RR-Iteration.
Man zeigt:

® 3’ Ex? )

(2) xl@ C z; furjede Losung (z1,...,2,) @)
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Zur Korrektheit:

Sei ygd) die i-te Komponente von F? L.
Sei xfd) der Wert von x; nach der i-ten RR-Iteration.
Man zeigt:

M "X o)
(2) xl@ C z; furjede Losung (z1,...,2,) @)

(3) Terminiert RR-Iteration nach d Runden, ist

(xgd), e, xﬁfl)) eine Losung =)
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Achtung:

Die Effizienz von RR-Iteration hiangt von der Anordnung der
Variablen ab !!!
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Achtung:

Die Effizienz von RR-Iteration hdangt von der Anordnung der
Variablen ab !!!

Giinstig:
— uvoro, falls u —*v;

—  Eintrittsbedingung vor Schleifen-Rumpf :-)
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Achtung:

Die Effizienz von RR-Iteration hdangt von der Anordnung der
Variablen ab !!!

Giinstig:
— uvoro, falls u —*v;

—  Eintrittsbedingung vor Schleifen-Rumpf :-)

Ungiinstig:
z.B. post-order DFS auf dem CFG, startend von  start :-)
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Ungtinstig:

Glinstig:
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Ungtinstige Round Robin Iteration:

QO = W N = O
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Ungtinstige Round Robin Iteration:

1

Expr
{1}
{1,x—1,x>1}
Expr
{1}
0

QO = W N = O
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Ungtinstige Round Robin Iteration:

1 2
0 Expr {1,x > 1}
1 {1 {1
2 | {Lx—1,x>1} | {Lx—1,x>1}
3 Expr {1, x> 1}
4 {1 {1
5 0 0
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Ungtinstige Round Robin Iteration:

1 2 3
0 Expr {1,x > 1} {1,x > 1}
1 {1} {1} {1}
2 | {L,x—1,x>1} | {Lx—1,x>1} | {1, x> 1}
3 Expr {1, x> 1} {1, x> 1}
4 {1} {1} {1}
5 0 0 0
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—

Ungtinstige Round Robin Iteration:

1 2 3 4
0 Expr {1,x > 1} {1,x > 1}
1 {1} {1} {1}
2 | {L,x—1Lx>1} | {L,x—1x>1} | {1,x>1} | dito
3 Expr {1, x> 1} {1, x> 1}
4 {1} {1} [}
5 0 0 0
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deutlich weniger effizient

)




... Ende des Exkurses: Vollstdndige Verbande
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... Ende des Exkurses: Vollstdndige Verbande

Letzte Frage:

Wieso hilft uns eine (oder die kleinste) Losung des
Constraint-Systems weiter ?777?
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... Ende des Exkurses: Vollstdndige Verbande

Letzte Frage:

Wieso hilft uns eine (oder die kleinste) Losung des
Constraint-Systems weiter ?777?

Betrachte fiir einen vollstandigen Verband D Systeme:

T|start] 3 d,
T[] 3 [k]*(Z[u]) k= (u,_,v) Kante

wobei dy€D undalle [k]f:D — D monotonsind ...
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... Ende des Exkurses: Vollstdndige Verbande

Letzte Frage:

Wieso hilft uns eine (oder die kleinste) Losung des
Constraint-Systems weiter ?777?

Betrachte fiir einen vollstandigen Verband D Systeme:

T|start] 3 d,
T[] 3 [k]*(Z[u]) k= (u,_,v) Kante

wobei dy€D undalle [k]f:D — D monotonsind ...

— monotoner Analyse-Rahmen
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Gesucht:  MOP (Merge Over all Paths)

I*[o) = | {lnl*do | 7 : start —* v}
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Gesucht:  MOP (Merge Over all Paths)

I*[o) = | {lnl*do | 7 : start —* v}

Theorem Kam, Ullman 1975

Sei 7 die kleinste Losung des Constraint-Systems. Dann gilt:

Zlv] d I*|v] firjedes v

167



Jetfrey D. Ullman, Stanford
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Gesucht:  MOP (Merge Over all Paths)

I*[o) = | {lnl*do | 7 : start —* v}

Theorem Kam, Ullman 1975

Sei 7 die kleinste Losung des Constraint-Systems. Dann gilt:
Zlv] d I*|v] firjedes v

Insbesondere: Z[v] O [x]*d, fiirjedes 77 : start —* v
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Beweis:  Induktion nach der Liange von 7.
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Beweis:  Induktion nach der Liange von 7.

Anfang: m =€ (leerer Pfad)
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Beweis: Induktion nach der Ldnge von 7.

Anfang: m =€ (leerer Pfad)

Dann gilt:
[7])*do = [e]fdo = dy = T|start]
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Beweis: Induktion nach der Ldnge von 7.

Anfang: m =€ (leerer Pfad)

Dann gilt:
[7])*do = [e]fdo = dy = T|start]

Schluss: @ =7k fir k= (u,_,v) Kante.
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Beweis:  Induktion nach der Linge von 7.

Anfang: m =€ (leerer Pfad)

Dann gilt:
[7])*do = [e]fdo = dy = T|start]

Schluss: @7 =7k fir k= (u,_,v) Kante.

Dann gilt:
[7]*dy T Z[ul wegen LH. fir 7
— [nlfde = [K* ([~']" do)
C [k (Z[u]) da [k]* monoton
C |7 da Z Losung :-))
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Enttduschung:

Liefern Losungen des Constraint-Systems nur obere Schranken ???
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Enttduschung:

Liefern Losungen des Constraint-Systems nur obere Schranken ???

Antwort:

Im allgemeinen:ja :-(
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Enttduschung:

Liefern Losungen des Constraint-Systems nur obere Schranken ???

Antwort:

Im allgemeinen:ja :-(

Es sei denn, alle Funktionen [k[]* sind distributiv ... :-)
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Die Funktion f:D; — D, heifst

e distributiv, falls f(JX)=|J{fx|x € X} firalle
D#XCD;

o strikt, falls f L1 = 1.

e total distributiv, falls f distributiv und strikt ist.
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Die Funktion f:D; — D, heifst

e distributiv, falls f(JX)=|J{fx|x € X} firalle
D#XCD;

o strikt, falls f L1 = 1.
e total distributiv, falls f distributiv und strikt ist.

Beispiele:

e fx=xNaUb fir abCU.
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Die Funktion f:D; — D, heifst

e distributiv, falls f(JX)=|J{fx|x € X} firalle
D#XCD;

o strikt, falls f L1 = 1.
e total distributiv, falls f distributiv und strikt ist.

Beispiele:

e fx=xNaUb fur abCU.
Striktheit: f(=anQuUb=b = ( sofern b=0
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Die Funktion f:D; — D, heifst

e distributiv, falls f(JX)=|J{fx|x € X} firalle
D#XCD;

o strikt, falls fL1 = 1.
e total distributiv, falls f distributiv und strikt ist.

Beispiele:

e fx=xNaUb fir abCU.

Striktheit: f0=an@uUb=b = ( sofern b=0
Distributivitit:
f(x1Uxy) = an(xyUxy)UDb

= aNxiUanNx,Ub
= fxiUfx -)
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[ ]Dlz]Dz:NU{OO}, incx =x+1

fir
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[ Dlz]DZZNU{OO}, incx =x+1
Striktheit: f 1 =inc0=1 # L1 |

fur
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]D)lz]D)z:NU{OO}, incx =x+1

Striktheit: f 1 =inc0=1 # L1 |
Distributivitit: f(|/X) = [|Hx+1|xe X} fur
D#£X )
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]D)lz]D)z:NU{OO}, incx =x+1

Striktheit: f 1 =inc0=1 # L1 |
Distributivitit: (/X)) = [H{x+1|xe€ X} fur
D#£X )

D; = (NU{o0})?, D, =NU{co}, f(x1,x2)=2x1+1x
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e Dy =D,=NU{oo}, incx=x+1

Striktheit: f 1 =inc0=1 # L1 |
Distributivitit: f(|/X) = |Hx+1|xe€ X} fur
D#£X )

e DD =(NU{o0})?, Dh=NU{oco}, f(x1,x2)=2x1+2x:
Striktheit: f1 =040 = 0 -)

186



D1:D2:NU{OO}, incx =x+1

Striktheit: f 1 =inc0=1 # L1 |
Distributivitit: f(|/X) = |Hx+1|xe€ X} fur
D#£X )

D) = (NU{o0})?, Dy =NU{oo}, f(x1,x)=2x1+x:

Striktheit: f1 =040 = 0 :-)
Distributivitit:
fULHYU(41) = f(44) = 8
45 = FLAUFET) )
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Bemerkung:

Ist f:DD; — D, distributiv, dann auch monoton :-)
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Bemerkung:

Ist f:DD; — D, distributiv, dann auch monoton :-)

Offenbar gilt: aC b gdw. alb=0.
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Bemerkung:

Ist f:DD; — D, distributiv, dann auch monoton :-)

Offenbar gilt: aC b gdw. alb=0.
Daraus folgt:

f(aub)
fFalfb

—— fa T fb -)

fb
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Annahme: alle v sindvon start erreichbar.
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Annahme: alle v sindvon start erreichbar.
Dann gilt:

Theorem Kildall 1972

Sind alle Kanten-Effekte [k]]* distributiv, dann ist:
T*lv]| =T|v] furalle ©v.
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Gary A. Kildall (1942-1994).

Hat spéter am Betriebssystem CP/M und
an GUIs fiir PCs gearbeitet.
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Annahme: alle v sindvon start erreichbar.
Dann gilt:

Theorem Kildall 1972

Sind alle Kanten-Effekte [k]]* distributiv, dann ist:
T*lv]| =T|v] furalle ©v.
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Annahme: alle v sindvon start erreichbar.
Dann gilt:

Theorem Kildall 1972

Sind alle Kanten-Effekte [k]]* distributiv, dann ist:
T*lv]| =T|v] furalle ©v.

Beweis:

Offenbar gentigt es zu zeigen, dass Z* eine Losungist :-)
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Wir zeigen, dass Z* alle Ungleichungen erfiillt :-))
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Wir zeigen, dass Z* alle Ungleichungen erfiillt :-))

(1) Fuar start zeigen wir:
| |[{[=]*do | 7 : start —* start}

[e]* do
do I-)

T*start]

|
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