Beispiel:

309



Beispiel:

N U W N R, O

10
10
10
10

|_

—~ = o A<

10
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Beispiel:

ey
oy T T T[T
110 T ||10| T
211100 1 || T | T
31110} 1 || T |T
40110110 T | T
51 9 10| T | T
6 L T 1T
7 L T 1T
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Beispiel:

1 3

A AR
o T[T || T T
110 T 10| T
21100 1 | T | T
310} 1 | T | T
4111010 T | T | dito
519 110 T | T
6 L T 1T
7 1 T 1T
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Fazit:

Obwohl wir mit konkreten Zahlen rechnen, kriegen wir nicht alles
raus :-(

Dafiir terminiert die Fixpunkt-Iteration garantiert:

Fir »n Programmpunkte und m Variablen benétigen wir
maximal: n-(m+1) Runden :-)

Achtung:

Die Kanten-Effekte sind nicht distributiv !!!
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Gegenbeispiel:

Dann fD;Uf D,

f

| N

= [x=x+yl

{x—2,y—3}
{x—3,y—2}

{x+—5y—3}U{x— 5y~ 2}
{x—=5y—T;
{x+—T,y— T}
flxe=T,y—=T}

f(D1UD;)

=((

314



Wir schliefsen:

Die kleinste Losung D des Constraint-Systems liefert i.a. nur
eine obere Approximation des MOP, d.h.:

D[] T D]
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Wir schliefsen:

Die kleinste Losung D des Constraint-Systems liefert i.a. nur
eine obere Approximation des MOP, d.h.:

D*[v] C DJv]

Als obere Approximation beschreibt D[v| trotzdem das
Ergebnis jeder Berechnung 7,diein v endet:

([7] (o, 1)) A (D[v])

wann immer 7] (p, ) definiert ist -))
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Transformation 5: Beseitigung von totem Code

\/ ouwe

i
O... Q...Q O

i [lab]f (D[u]) = L (1)
lab ﬁ
O
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Transformation 5 (Forts.):  Beseitigung von totem Code

1 #Dlul=D
[e]*D =0
Neg (e) ﬁ ;

1 #Dlul =D

[e]"D ¢ {0, T}
Pos (e) ﬁ ;
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Transformation 5 (Forts.):  Vereinfachte Zuweisungen

1 #Dlul=D
[e]*D = ¢
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Erweiterungen:

e Statt ganzer rechter Seiten kann man auch Teilausdriicke
vereinfachen:

x+ (3xvy) TS v 415

... und weitere Vereinfachungsregeln anwenden, etwa:

x * 0
x*1
x40
x—0

m

320



Bisher haben wir die Information von Bedingungen nicht
optimal ausgenutzt:

if (x==7)
y=x+3;

Selbst wenn wir den Wert von x vor der if-Abfrage nicht
kennen, wissen wir doch, dass bei Betreten des then-Teils x
stets den Wert 7 hat  :-)

Wir konnten darum definieren:
(D falls [x==¢]fD=1
[Pos(x==¢e)]*D=< 1  falls [x==¢]!D=0

\ D4 sonst

wobei
Di=D&{x— (DxnN[e]*D)}
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Analog sieht der Kanteneffekt fiir Neg (x #¢) aus :-)

Unser Beispiel:

322



Analog sieht der Kanteneffekt fiir Neg (x #¢) aus :-)

Unser Beispiel:
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Analog sieht der Kanteneffekt fiir Neg (x #¢) aus :-)

Unser Beispiel:
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1.5 Intervall-Analyse

Beobachtung:

e Programmiererinnen benutzen oft globale Konstanten, um
Debug-Code ein oder aus zu schalten

—

Konstantenpropagation ist hilfreich :-)

e Im allgemeinen wird aber der Wert von Variablen nicht
bekannt sein — moglicherweise aber ein Intervall !!!
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Beispiel:

for (i =0;i < 42;i++)
if (0<iAi<42){
A=A+
M|A,] = i;
h
// A Anfangsadresse eines Felds

/] if ist Array-Bound-Check

Offenbar ist die innere Abfrage tiberfliissig :-)
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Idee 1:

Bestimme fiir jede Variable x ein (moglichst kleines :-) Intervall
fiir die moglichen Werte:

T={[Lu]|l€ZU{—0o},ucZU{+oo},I<u)

Partielle Ordnung:

1, u1] C I, us] gdw. L <l Nup < up

[ Up
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Damit:

[11, Ml] L [lz, Mz] = [11 [ lz, u, L Mz]
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Damit:

[11, Ltl] L [12, Ltz] = [11 [ 12, u, L Ltz]
L, ud T, up) = [l ULy, uq Mg sofern (I1 UL) < (uyMuy)
_
ll uq
:ﬁ
I U
ﬁi:
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Achtung:

— I ist kein vollstandiger Verband :-)

— I besitzt unendliche aufsteigende Ketten, z.B.

0,0l [0,1]C[-1,1] = [-1,2] ...
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Achtung:

— I ist kein vollstandiger Verband :-)

— I besitzt unendliche aufsteigende Ketten, z.B.

0,0]C[0,1]C[-1,1]C [-1,2]C...

Beschreibungsrelation:

z Al ul gdw. | <z<u

Konkretisierung:

ylLbul=4{z€Z |l <z<u}
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Beispiel:

v10,7] = {0,...,7}
0,1,2,...,}

\<

o

3
|

Rechnen mit Intervallen: Intervall-Arithmetik :-)

Addition:

[ll, I/ll] —|—jj [lz, I/lz] = [ll + lz, Uy + u2] wobei
—00+_ = —o0
+oOo+_ = 400

/ / —o0 + oo kommt nicht vor :-)
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Negation:

Multiplikation:
[y, uq] " [, u] = |a,b] wobei
= lllz [ lluz [ u112 [Tuquy
= lllz L lluz L Llllz Ll uqusy
Beispiel:
[0,2] +* [3,4] = ]0,8]
[—1,2] #* [3,4] = [—4,8
[—1,2] %% [-3,4] = [-6,8]
[—1,2] %% [—4,-3] = [-8,4]
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Division: [ll, Ml] /jj [lz, Mz] = [Cl, b]

e Ist 0 nichtim Nenner-Intervall enthalten, sei:

a = ll/lzl_lll/uzl_lul/lzl_lul/uz
b = ll/lzl_lll/uzl_lul/lzl_lul/uz

e Gilt: [, <0< u,,setzen wir:

a,b] = [—00, +o0]
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Gleichheit:

:1, 1 falls ll = U1 = 12 = Uy

11, uq] == L, ux] = < 0,0] falls w3 <bLVu, <k

0,1] sonst
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Gleichheit:

:1, 1 falls ll = U1 = 12 = Uy

[, ui] =="[l,u] = { [0,0] falls wy <L Vu, <

0,1] sonst

Beispiel:
42,42]=="1[42,42] = [1,1]
0,7]==10,7] = [0,1]
1,2]==*[3,4] = [0,0]
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Kleiner:

111, uq] < 1>, us]
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1,1]
0,0
0,1

falls
falls

sonst

M1<lz
u, <



Kleiner:

1,1] falls u; <Dy
11, us] < L, ux] = < 0,0] falls u, <L

0,1] sonst

Beispiel:
[1,2] <#1[9,42] = [1,1
0,7] <#10,7] = [0,1
4] <*[1,2] = 10,0
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Mithilfe von [ konstruieren wir den vollstindigen Verband:

Dy = (Vars — 1),

Beschreibungsrelation:

p A D gdw. D#A#1 AN VxeVars: (px) A (D x)

Die abstrakte Ausdrucksauswertung definieren wir analog
Konstantenpropagation. Wir finden:

([e] p) A ([e]* D) soferm p A D

339



Die Kanteneffekte:

[]*D

[x = ¢]*D

[x = M[R];]* D
[M[R:] = Ry;J* D

[Pos (e)]* D

[Neg (e)]* D

D

D & {x — [e]* D}
Do{x— T}

D
(1 falls [0,0] = [e]*D
sonst

falls [0,0] C [e]* D

sonst

<

- O O+

\

... sofern D#1 )
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Bessere Ausnutzung von Bedingungen:

[Pos (e)]* D

D1 sonst

{L falls [0,0] = [e]* D

N\

wobei :

D®{x+— (Dx)M[—oo,ul}

Do {x— (Dx)N[] 0]}

341

fallse = x

fallse = x

<
>

(D {x— (Dx)N([e]! D)} fallse = x==c¢

e, [e]F D = [, u]
e, [ef D =1[1,_]



Bessere Ausnutzung von Bedingungen (Forts.):

[Neg (e)]* D

{L falls [0,0] & [e]*D

_/\

D1 sonst

wobei :

D®{x— (Dx)M|[—oo,ul}

D@ {x— (Dx) N[l 00]}
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(Do {x+— (Dx)N([e.]f D)} fallse

falls e
falls ¢

X # e
X > eq, [[el]]ﬁD = [_,Lt]
x < ey, [[el]]ﬁD = [l, ]



Beispiel:

Pos(i <

42)

Al =A+1;

M[Al] = i;

6

1 =141

Pos(0 <i < 42)
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_ o O O O O

42

42
41
41
41
41
42
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Problem:

—  Die Losung lasst sich mit RR-Iteration berechnen —
nach ca. 42 Runden :-(

—  Auf manchen Programmen terminiert die Iteration nie :-((

Idee 1: Widening

e [teriere beschleunigt — unter Preisgabe von Préazision :-)

e FErlaube nur beschrankt oft die Modifikation eines Werts !!!
... im Beispiel:

e verbiete Updates von Intervall-Grenzen in 7 ...

— eine maximale Kette:

13,17] C [3, +00] C |—00, +00]
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Formalisierung dieses Vorgehens:

Sei x; 3 fi(xy,...,x,), i=1,...,n (1)

ein Ungleichungsssystem tiber D, wobei die f; nicht
notwendigerweise monoton sind.

Trotzdem konnen wir eine akkumulierende Iteration definieren.
Betrachte das Gleichungssystem:

xi = xiUfi(xy,...,xy), i=1,...,n (2)

Offenbar gilt:

(@) x 1ist Losung von (1) gdw. x Losung von (2) ist.
(b)  Die Funktion G :D" — D" mit

G(x1,..., %) = (Y1, -, V), vVi=xiUfi(x,...,x,)
ist vergrofiernd, d.h. xC Gx fiuralle x e D".
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(c)

(d)
(e)

Die Folge GF1l, k>0, isteineaufsteigende Kette:

Il CGLC...CG'lLcC...

Gilt G"L=G"'1L =y ist y eineLosungvon (1).

Hat D unendliche aufsteigende Ketten, ist uns mit (d)
noch nicht viel gedient ...

aber: wir kdnnten statt Gleichungssystem (2) ein
Gleichungssystem:

xi =x; U fi(xy,...,x,), i=1,...,n (3)
betrachten fiir eine bindre Operation Widening:
L :D? =D mit v, Uy, C o Uo,
Dann berechnet (RR)-Iteration fiir (3) immer noch eine

Losung von (1) :-)
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.. fiir die Intervall-Analyse:

e Der vollstindige Verband ist: Dy = (Vars — 1),

e Das Widening U definieren wir als:

1luD = DUl =D und fiir D; # L # Dy:

(D1 L Dz) X = (D1 X) 4 (D2 X) wobei

[ll,ul]g[lz,uz] = [Z,U] mit
o <’ Lo falls L <D
—00 sonst

Uq falls u; > u,

+00 sonst

\

—— U ist nicht kommutativ !!!
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Beispiel:

0,2]U[1,2] = [0,2]
1,2]U[0,2] = [—o00,2]
1,5|U[3,7] = [1,+oo]

l

Widening liefert schneller grofiere Werte.

l

Es sollte so gewdhlt werden, dass es die Terminierung der
Iteration garantiert :-)

—  Bei Intervall-Analyse begrenzt es die Anzahl der Iterationen
auf:

#Punkte - (1 + 2 - #Vars)

348



Fazit:

e Umeine Losungvon (1) tber einem vollstindigen
Verband mit unendlichen aufsteigenden Ketten zu
bestimmen, definieren wir ein geeignetes Widening und
losen dann  (3) :-)

e Achtung: Die Konstruktion geeigneter Widenings ist eine
schwarze Kunst !!!

Oft wahltman U ganz pragmatisch dynamisch wéahrend
der Iteration, so dass

—  die abstrakten Werte nicht zu kompliziert werden;

—  die Anzahl der Updates fest beschrankt bleibt ...
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Unser Beispiel:

Pos(0 <i < 42)

A=A+

M[Al] = i}

1 =141

6
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1
/ u
0| —oo | 400
1 0 0
2 0 0
3 0 0
4 0 0
5 0 0
6 1 1
7 L
8 s




Unser Beispiel:

1 2 3

I u I u I | u

_ 0] —oo | +00 || —00 | +00
Pos(i < 42)

1 0 0 0 +o00
Pos(0 <1 < 42) 210 0 0 0 | +o0
Q 31 0 0 0 | +oo

A1 = A+ 41 0 0 0 | +oo || dito

5 0 0 0

M[A;] = is oo
e 6 1 1 1 400
i=1i+1; 7 1 42 | +00
6 8 1 42 | +oo
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