Ein Pfad 7 = kik,...k, isteine Berechnung fiir den Zustand s
falls:

s edef ([kn]o...o[ki])

Das Ergebnis der Berechnung ist:

[7]s = ([ku] o...0[ki])s

Anwendung:

Nehmen wir an, wir hdtten am Punkt # den Wert von x + vy
berechnet:

X+y
O—~—"—=@
Wir fithren eine Berechnung entland des Pfades 7r aus und
erreichen v, wo wir erneut x + y berechnen sollen ...
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Idee:

Wenn x und vy in 7t nicht verdndert werden, dann muss x + y in v
den gleichen Wert liefern wiein u  :-)

Diese Eigenschaft konnen wir an jeder Kante in 7t tiberpriifen :-}
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Idee:

Wenn x und vy in 7t nicht verdndert werden, dann muss x + y in v
den gleichen Wert liefern wiein u  :-)

Diese Eigenschaft konnen wir an jeder Kante in 7t tiberpriifen :-}

Allgemeiner:

Nehmen wir an, in # hatten wir die Werte der Ausdriicke aus
A ={ey,..., e} zur Verfigung.
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Idee:

Wenn x und vy in 7t nicht verdndert werden, dann muss x + y in v
den gleichen Wert liefern wiein u  :-)

Diese Eigenschaft konnen wir an jeder Kante in 7t tiberpriifen :-}

Allgemeiner:

Nehmen wir an, in # hatten wir die Werte der Ausdriicke aus
A ={ey,..., e} zur Verfigung.

Jede Kante k transformiert diese Menge in eine Menge  [k]* A
von Ausdriicken, die nach Ausfiihrung von k verfiigbar sind ...
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... die wir zur Ermittlung des Effekts eines Pfads 7w = k; .. . k,
zusammen setzen konnen:

[7]* = [k]fo...o[k]
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... die wir zur Ermittlung des Effekts eines Pfads 7w = k; .. . k,
zusammen setzen konnen:

[7]* = [k]fo...o[k]

Der Effekt [k]* einer Kante k = (u,lab,v) héangtnur vom
Label lab ab, d.h. [k]* = [lab]*
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... die wir zur Ermittlung des Effekts eines Pfads 7w = k; .. . k,
zusammen setzen konnen:

[7]* = [k]fo...o[k]

Der Effekt [k]* einer Kante k = (u,lab,v) héangtnur vom
Label lab ab, d.h. [k]* = [lab]* wobei:

[]* A = A
[Pos(e)]* A = [Neg(e)]* A = AuU{e}
[R=¢]fA = (AU{e})\Expr, wobei

Expr, alle Ausdriicke sind, die R enthalten
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[R=Mle[[[FA = (AU{e})\Expr,
[Mler) =e;JFA = AU{er,er}
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[R=Ml[e[]FA = (AU{e})\Expry
[Mle1] = e;]PA = AU{e, e}

Damit konnen wir jeden Pfad untersuchen :-)
In einem Programm kann es mehrere Pfade geben :-(

Bei jeder Eingabe kann ein anderer gewdhlt werden  :-((

39



[R=Ml[e[]FA = (AU{e})\Expry
[Mle1] = e;]PA = AU{e, e}

Damit konnen wir jeden Pfad untersuchen :-)
In einem Programm kann es mehrere Pfade geben :-(

Bei jeder Eingabe kann ein anderer gewdhlt werden  :-((

——> Wir benétigen die Menge:

Alo] = (W{I#*0 | 7 : start —* v}
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Im Klartext:

—  Wir betrachten samtliche Pfade, die v erreichen.

—  Fiir jeden Pfad 7t bestimmen wir die Menge der entlang 7
verfiigbaren Ausdriicke.

—  Vor Programm-Ausfiihrung ist nichts verftigbar  :-)

—  Wir bilden den Durchschnitt == sichere Information
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Im Klartext:

—  Wir betrachten samtliche Pfade, die v erreichen.

—  Fiir jeden Pfad 7t bestimmen wir die Menge der entlang 7
verfiigbaren Ausdriicke.

—  Vor Programm-Ausfiihrung ist nichts verftigbar  :-)

—  Wir bilden den Durchschnitt == sichere Information

Wie nutzen wir diese Information aus ???
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Transformation 1.1:

Wir stellen neue Register T, als Speicherplatz fiir die e bereit:
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Transformation 1.1:

Wir stellen neue Register T, als Speicherplatz fiir die ¢ bereit:

@
Neg (e) Pos (e) ﬁ ?Te

Neg (T, Pos (



..analog fur R = Mle|; und Mle;| = e;.

Transformation 1.2:

Falls ¢ am Punkt u verfiigbar ist, wird e nicht neu berechnet:

Wir ersetzen dann die Zuweisung durch Nop :-)
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Beispiel:

v+ 3;

y+3;

46

X =1y+3;
X =17
z=1Yy+3;



Beispiel:

y+3;

Y+ 3;
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Beispiel:

y+3;

Y+ 3;

T'=vy+3;
{y+3}

x=T;
{y+3}

X =7
{y+3}

T=vy+3;
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Beispiel:

y+3;

Y+ 3;

T'=vy+3;
{y +3}

x=1T;
{y +3}

X =17
{y +3}
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Korrektheit:  (Idee)

Transformation 1.1 erhilt offenbar die Bedeutung und A[u] fiir alle
Knoten u  :-)

Sei 7t : start —* u der Pfad, den eine Berechnung nimmt.

Ist ¢ € A[u], dann auch ¢ € [7]* ().

Dann muss es eine Zerlegung von 7t geben:

T () S Sy

mit den folgenden Eigenschaften:
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Der Ausdruck ¢ wird an der Kante k berechnet;

Der Ausdruck ¢ wird an keiner Kante in 71, aus der Menge
der verfiigbaren Ausdriicke entfernt, d.h. keine Variable von ¢
erhilt einen neuen Wert :-)
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e Der Ausdruck ¢ wird an der Kante k berechnet;

e Der Ausdruck ¢ wird an keiner Kante in 71, aus der Menge
der verfiigbaren Ausdriicke entfernt, d.h. keine Variable von ¢
erhilt einen neuen Wert :-)

Wird u erreicht, enthdlt das Register T, den Wert vone :-))
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Achtung:

Die Transformation 1.1 ist nur sinnvoll an Zuweisungen x = ¢;,
wobei:

—  x ¢ Vars(e);
— e & Vars;

—  sich die Berechnung von ¢ lohnt :-}
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Achtung:

Die Transformation 1.1 ist nur sinnvoll an Zuweisungen x = ¢;,
wobei:

—  x ¢ Vars(e);
— e & Vars;

—  sich die Berechnung von ¢ lohnt :-}

Bleibt die Preisfrage ...
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Preisfrage:

Wie berechnen wir A[u] fiir jeden Programmpunkt u = ??
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Preisfrage:

Wie berechnen wir A[u] fiir jeden Programmpunkt u = ??

Idee:

Wir stellen ein Ungleichungssystem auf, das alle Bedingungen an
die Werte A|[u] sammelt:

Alstart]
Alv]

)
[k (A[u]) k= (u,_,v) Kante

M 1N
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Gesucht:

e moglichst grofie Losung (??)

o Algorithmus, der diese berechnet :-)

Beispiel:
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Gesucht:

e moglichst grofie Losung (??)

o Algorithmus, der diese berechnet :-)

Beispiel:
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Gesucht:

e moglichst grofie Losung (??)

o Algorithmus, der diese berechnet :-)

Beispiel:
Ao} € 0
A[l] C (A[O]U{l})\Expry
A[l] € A[4]
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Gesucht:

e moglichst grofie Losung (??)

o Algorithmus, der diese berechnet

Beispiel:
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Gesucht:

e moglichst grofSe Losung

Beispiel:

(??)

o Algorithmus, der diese berechnet

61
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IORNANNIAENIANNIG



Gesucht:

e moglichst grofie Losung (??)

o Algorithmus, der diese berechnet

Beispiel:
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Gesucht:

e moglichst grofie Losung (??)

o Algorithmus, der diese berechnet

Beispiel:
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Gesucht:

e moglichst grofie Losung (??)

o Algorithmus, der diese berechnet :-)

Beispiel:

Losung

A0 = 0

At} = {1}
A2l = {l,x>1}
A3l = {l,x>1}
Al4] = {1}
A5l = {1,x>1}
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Beobachtung:
e Die moglichen Werte fiir A[u] bilden einen vollstindigen

Verband:
D=2 mit BiC B, gdw. B; DB,
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Beobachtung:
e Die moglichen Werte fiir A[u] bilden einen vollstindigen

Verband:
D=2 mit BiC B, gdw. B; DB,

¢ DieFunktionen [k]f: D — D sind monoton, d.h.

[K]*(B;) C [k]*(B,) gdw. B, C B,
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Exkurs 2: Vollstandige Verbande

Eine Menge D mit einer Relation [T C DD x D isteine partielle
Ordnung falls fiir alle a, b, c € D gilt:

al a Reflexivitiit
aCbANbCa — a=0b Anti — Symmetrie
aCbANDCc — alc Transitivitit

Beispiele: a,b,c

1. DD = 215} mit der Relation “C” :
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3. 7 mit der Relation “="":

3. Z mit der Relation “<” :

@Y

4. 7, = ZU{ L} mitder Ordnung:

o
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d € D heifst obere Schranke fur X C D falls

xCd furallex € X
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d € D heifst obere Schranke fur X C D falls

xCd furallex € X

d heifst kleinste obere Schranke (lub) falls
1. d eine obere Schranke ist und

2. d C y fiir jede obere Schranke y fiir X.
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d € D heifst obere Schranke fur X C D falls

xCd furallex € X

d heifst kleinste obere Schranke (lub) falls
1. d eine obere Schranke ist und

2. d C y fiir jede obere Schranke y fiir X.

Achtung:

e {0,2,4,...} C Zbesitzt keine obere Schranke!

e {0,2,4} C Z besitzt die oberen Schranken 4, 5,6, . ..
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Ein vollstandiger Verband (cl) D ist eine partielle Ordnung, in
der jede Teilmenge X C I eine kleinste obere Schranke

|| X €D Dbesitzt.

Beachte:

Jeder vollstandige Verband besitzt

—  ein kleinstes Element 1 = |0 € D;
—  ein grofstes Element T =[|D < D.
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Beispiele:

1. D =2bct jsteincl  :-)

2. D = Z mit “=" ist keiner.

3. D = Z mit “<” ebenfalls nicht.
4. D = Z, auch nicht :~(

5. Mit einem zusétzlichen Symbol T erhalten wir den flachen
Verband Z, =ZU{Ll,T}

/\
@G © DT
</>
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Es gilt:

Satz:

In jedem vollstdandigen Verband [ besitzt jede Teilmenge
X CD eine groite untere Schranke [1X.
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Es gilt:

Satz:

In jedem vollstdandigen Verband [ besitzt jede Teilmenge
X CD eine groite untere Schranke [1X.

Beweis:

Konstruiere ~ U={ueD|Vxe X: ul x}.

//  die Menge der unteren Schranken von X :-)
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Es gilt:

Satz:

In jedem vollstdandigen Verband [ besitzt jede Teilmenge
X CD eine groite untere Schranke [1X.

Beweis:

Konstruiere U={ueD|VxeX: ul x}.

//  die Menge der unteren Schranken von X :-)
Setze: ¢:=U
Behauptung: ¢=1[1X
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(1) g isteine untere Schranke von X :

Fir xe X gilt
ul xfuralleu e U
——  x ist obere Schranke von U
— gLx -)
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(1) g isteine untere Schranke von X :

Fir xe X gilt
ul xfuralleu e U
——  x ist obere Schranke von U
— gLux -)

(2) g ist grofste untere Schranke von X :

Fiir jede untere Schranke u von X gilt:

ueld
— ulg )
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Wir suchen Losungen fiir Ungleichungssysteme der Form:

xi I filxy, ..., x) ()
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Wir suchen Losungen fiir Ungleichungssysteme der Form:

xi I filxy, ..., x) ()
wobei:
X; Unbekannte hier: A[u]
D Werte hier: 2F*r

C € DxD | Ordnungsrelation hier: 2O
fi: D" — D Bedingung hier:
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Wir suchen Losungen fiir Ungleichungssysteme der Form:

xi I filxy, ..., x) ()
wobei:
X; Unbekannte hier: A[u]
D Werte hier; 2Fr
C € DxD | Ordnungsrelation hier: 2O
fi: D" — D Bedingung hier:

Ungleichung fur A[v] :
Alo] € (O{IkD* (Alu]) | k= (u,_,v) Kante}
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Wir suchen Losungen fiir Ungleichungssysteme der Form:

xi I filxy, ..., x) ()

wobei:
X; Unbekannte hier:  A[u]
D Werte hier; 2Fr
C € DxD | Ordnungsrelation hier: 2O
fi: D" — D Bedingung hier:

Ungleichung fiir A[v] :
Alo] € (O{IkD* (Alu]) | k= (u,_,v) Kante}

Denn:
x ddyAN...Ax Jdy gdw. x 3| {dy,...,di}
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Eine Abbildung f :ID; — D, heifst monoton, falls
f(a) C f(b) furalle aLCb.
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Eine Abbildung f :ID; — D, heifst monoton, falls
f(a) C f(b) furalle aLCb.

Beispiele:

(1) Dy =D, =2Y fiireineMenge Uund fx = (xNa)Ub.

Offensichtlich ist jedes solche f monoton :-)
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Eine Abbildung f :ID; — D, heifst monoton, falls
f(a) C f(b) furalle aLCb.

Beispiele:

(1) Dy =D, =2Y fiireineMenge Uund fx = (xNa)Ub.
Offensichtlich ist jedes solche f monoton :-)

(2) Dy =Dy = Z (mit der Ordnung “<”). Dann gilt:

° incx =x-+1 1st monoton.

° decx =x—1 1st monoton.
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Eine Abbildung f :ID; — D, heifst monoton, falls
f(a) C f(b) furalle aLCb.

Beispiele:

(1) Dy =D, =2Y fiireineMenge Uund fx = (xNa)Ub.
Offensichtlich ist jedes solche f monoton :-)

(2) Dy =Dy = Z (mit der Ordnung “<”). Dann gilt:

° incx =x-+1 1st monoton.
° decx =x—1 1st monoton.

e invx = —x istnicht monoton :-)
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