Idee:

Entwerfe eine Analyse, die fiir jedes u

e die Werte ermittelt, die Variablen sicher haben;

e mitteilt, ob u tiberhaupt erreichbar ist :-)
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Idee:

Entwerfe eine Analyse, die fiir jedes u

e die Werte ermittelt, die Variablen sicher haben;

e mitteilt, ob u tiberhaupt erreichbar ist :-)

Den vollstandigen Verband konstruieren wir in zwei Schritten.

(1) Die moglichen Werte fiir Variablen:

Z'=7ZU{T} mit xCy gdw.y=T oderx =1y
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AChtung: Z' ist selbst kein vollstindiger Verband  :~(

(2) D — (VCZI’S — ZT)J_ p— (Vars N ZT) U {J_}
// L heifst: “nicht erreichbar” :-))

mit D; C D, gdw. 1 =Dy oder
DixE Dyx (x € Vars)

Bemerkung: D istein vollstindiger Verband :-)
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AChtung: Z' ist selbst kein vollstindiger Verband  :~(

(2) D — (VCH’S — ZT)J_ p— (Vars N ZT) U {J_}
// L heifst: “nicht erreichbar” :-))

mit D; C D, gdw. 1 =Dy oder
DixE Dyx (x € Vars)

Bemerkung: D istein vollstindiger Verband :-)

Betrachtedazu X CD.OE. 1 ¢ X.
Dann X C Vars — Z' .
Ist X=0,dann ||[X=1 € D :)
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Ist X#(( ,dannist ||X =D mit

Dx = Wfx|feX}
B {z falls fx=z (feX)

T sonst

-))
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Ist X#(( ,dannist ||X =D mit

Dx = Wfx|feX}
{z falls fx=z (feX)

T sonst

-))

Zujeder Kante k = (_,lab, ) konstruieren wir eine
Effekt-Funktion [k]* = [lab])* : D — D, die die konkrete
Berechnung simuliert.

Offenbarist [lab]* L = 1| fiiralle [ab :-)
Seidarumnun L # D € Vars — Z'.
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Idee:

e Wirbenutzen D ,um die Werte von Ausdriicken zu
ermitteln.
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Idee:

e Wirbenutzen D ,um die Werte von Ausdriicken zu
ermitteln.

e Fir manche Teilausdriicke erhalten wir T :-)
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Idee:

e Wirbenutzen D ,um die Werte von Ausdriicken zu
ermitteln.

e Fir manche Teilausdriicke erhalten wir T :-)
—

Wir miissen die konkreten Operatoren O durch abstrakte
Operatoren 0O° ersetzen, diemit T umgehen kénnen:

{T falls a= T oderb =T
a0%'p =

aOb sonst
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Idee:

e Wirbenutzen D ,um die Werte von Ausdriicken zu
ermitteln.

e Fir manche Teilausdriicke erhalten wir T :-)
—

Wir miissen die konkreten Operatoren O durch abstrakte
Operatoren 0O° ersetzen, diemit T umgehen kénnen:

{T falls a= T oderb =T
a0%'p =

aOb sonst

e Mit den abstrakten Operatoren kdnnen wir eine abstrakte
Ausdrucks-Auswertung definieren:

le]* : (Vars = Z7) — ZT
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Abstrakte Ausdrucksauswertung ist wie konkrete
Ausdrucksauswertung, aber mit abstrakten Werten und
Operatoren. Hier:

[c]* D =
[ei0e]*D = [ei]* DO [ex]* D

... analog fiir undre Operatoren :-)
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Abstrakte Ausdrucksauswertung ist wie konkrete
Ausdrucksauswertung, aber mit abstrakten Werten und
Operatoren. Hier:

[c]* D =
[ei0e]*D = [ei]* DO [ex]* D

... analog fiir undre Operatoren :-)

Beispiel: D={x—2,y—T}
[x+7]*D = [x]*D +* [7]*D
2 +47
= 9
[x—y]!D = 2% T

= T
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Damit erhalten wir fiir die Kanten-Effekte [[lab]* :

[]* D

[Pos (e)]* D

[Neg (e)]* D

[x = ¢]*D
[x = Mle[;]* D
[Mlei] = ex;]* D

D

<’ 1 falls 0=[e]'D
| D sonst

<’ D falls 0C [¢]*D
| L sonst

D & {x — [e]* D}
Do {x— T}

D

... sofern D#1 )
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An start gilt D, ={x+— T | x € Vars}.

Beispiel:
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An start gilt D, ={x+— T | x € Vars}.

Beispiel:

Qg1 = W N =

{x— T}
{x—7}
{x—7}
fx—=7)
LU{x— 7y ={x—7)
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Die abstrakten Kanten-Effekte [k]* setzen wir wieder zu den
Effekten von Pfaden w7 =k;...k, zusammen durch:

7]t = [k]fo...o[k]f :D—D

Idee zur Korrektheit: Abstrakte Interpretation
Cousot, Cousot 1977
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Patrick Cousot, ENS, Paris
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Die abstrakten Kanten-Effekte [k]* setzen wir wieder zu den
Effekten von Pfaden w7 =k;...k, zusammen durch:

[7]* = [k]fo...0o[k]* :D—D

Idee zur Korrektheit: Abstrakte Interpretation
Cousot, Cousot 1977

Aufstellen einer Beschreibungsrelation A zwischen konkreten
Werten und deren Beschreibungen mit:

xAay N ayLa — xAa

Konkretisierung:  ya={x|xAa}
/] liefert Menge der beschriebenen Werte :-)
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(1) Werte: A CZXZ'
zAa gdw. z=aVa=T

Konkretisierung:

{a} falls aCC T
Ya —
Z falls a=T
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(1) Werte: A CZXZ'
zAa gdw. z=aVa=T

Konkretisierung:

{a} falls aCC T
Ya —
Z falls a=T

(2) Variablenbelegungen: A C (Vars = Z) x (Vars - Z") |
pAD gdw. D# 1L N pxEDx (x & Vars)

Konkretisierung:

{(Z) falls D=1
yD =
{p|Vx: (px) A(Dx)} sonst
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Beispiel: {x—1y— -7} Ax—T,y+— -7}

(3) Zustdande:

A C ((Vars = Z) x (N —7Z)) x (Vars - Z' ),
(p,u) AD  gdw. pAD

Konkretisieruing:

{(2) falls D = |
yD =
{(o,u) [Vx: (px) A(Dx)} sonst
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Wir zeigen:

() Gilt sAD wundist [n]s definiert, dann gilt auch:

([7]s) A ([#]* D)

[7]

[7]*

285



Die abstrakte Semantik simuliert die konkrete :-)

Insbesondere gilt:

[7]s € v ([7]* D)
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Die abstrakte Semantik simuliert die konkrete :-)

Insbesondere gilt:

[7]s € v ([~]* D)

Praktisch heifst das z.B., dass fiir Dx = -7 gilt:

o x —7 furalle p €yD

—— px = =7 far (py,_) = [7x]s
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Zum Beweis von (x) zeigen wir fiir jede Kante k:

(K]

[k]*

Dann folgt (%) mittels Induktion :-)

288



Zum Beweis von  (*x) zeigen wir fiir jeden Ausdruck e:

(xxx) ([e]p) A ([e]*D) sofernnur pA D
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Zum Beweis von  (*x) zeigen wir fiir jeden Ausdruck e:

(xxx) ([e]p) A ([e]*D) sofernnur pA D

Zum Beweis von  (* * %) zeigen wir fiir jeden Operator O :

x O A (xFOf sofern x A x'* Ay A 1
Y Y yay
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Zum Beweis von  (*x) zeigen wir fiir jeden Ausdruck e:

(xxx) ([e]p) A ([e]*D) sofernnur pA D

Zum Beweis von  (* * %) zeigen wir fiir jeden Operator O :

x O A (xFOf sofern x A x'* Ay A 1
Y Y yay

So hatten wir die Operatoren 0%  aber gerade definiert :-)
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Nun zeigen wir (*%) durch Fallunterscheidung nach der
Kanten-Beschriftung [ab .

Sei s=(p,u) A D.Insbesondereist 1 #D : Vars — 7'

Fall [x =e¢;|:

= pd{x— oy m o= n
D; = D&{x— [¢]!D}

— (p1, 1) A Dy
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Fall |x = Mlel;|:

oo = p&{x— u([elp)} b= u
D1 = D@{XHT}
— (p1, 1) A Dy

Fall M[el] = €7, .

= p w = pud{[e]fo— [e2]p}

— (p1, 1) A Dy
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Fall

Neg(e) |:

0 = [efo

A "e':ﬁD

—— 0 C [e]!D
— #+# Dy = D

— (p1, 1) A Dy
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Fall

Pos(e) |:

(p1, 1) =s, wobei:

-
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Wir schliefsen: Die Behauptung (%) stimmt :-))

Die MOP-Losung;:

D*[v] = | {[n]* Dy | 7 : start —* v}

wobei  Dyx =T (x € Vars) .
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Wir schlieffen:  Die Behauptung (%) stimmt :-))

Die MOP-Losung:
D*lv] = | [{[#]* Do | 7 : start —* v}

wobei  Dyx =T (x € Vars) .

Wegen (%) gilt fiir alle Anfangszustinde s wund alle
Berechnungen m,die © erreichen:

(I=]s) A (D*[o])
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Wir schlieffen:  Die Behauptung (%) stimmt :-))

Die MOP-Losung:
D*lv] = | [{[#]* Do | 7 : start —* v}

wobei  Dyx =T (x € Vars) .

Wegen (%) gilt fiir alle Anfangszustinde s wund alle
Berechnungen m,die © erreichen:

(I=]s) A (D*[o])

Zur Approximation des MOP benutzen wir unser
Ungleichungssystem :-))
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Beispiel:
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Beispiel:

N U W N R, O

10
10
10
10

|_

e

10
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Beispiel:

ey
oy T[T 1| T[T
110 T ||10| T
211100 1 || T | T
31110} 1 || T | T
40110110 T | T
519 |10 T | T
6 L T 1T
7 L T 1T
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Beispiel:

1 3

Ly Yy
o T[T || T |T
110 T 10| T
21100 1 | T | T
310} 1 | T | T
4111010 T | T | dito
519 110 T | T
6 L T 1T
7 1 T 1T
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Fazit:

Obwohl wir mit konkreten Zahlen rechnen, kriegen wir nicht alles
raus :-(

Daftiir terminiert die Fixpunkt-Iteration garantiert:

Fir »n Programmpunkte und m Variablen benétigen wir
maximal: n-(m+1) Runden :-)

Achtung:

Die Kanten-Effekte sind nicht distributiv !!!
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Gegenbeispiel:

Dann fD;Uf D,

f

| N

= [x=x+yl

{x—2,y—3}
{x—3,y—2}

{x+—5y—3}U{x— D5y~ 2}
{x—=5y—T;
{x+—T,y— T}
flxe=T,y—=T}

f(D1UD;)

=((
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Wir schliefsen:

Die kleinste Losung D des Ungleichungssystems liefert i.a. nur
eine obere Approximation des MOP, d.h.:

D[] T D]

305



Wir schliefsen:

Die kleinste Losung D des Ungleichungssystems liefert i.a. nur
eine obere Approximation des MOP, d.h.:

D*[v] C DJv]

Als obere Approximation beschreibt D[v| trotzdem das
Ergebnis jeder Berechnung 7,diein v endet:

([7] (o, 1)) A (D[v])

wann immer 7] (p, ) definiert ist -))
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