Alias-Analyse 3. Idee:

Berechne eine Aquivalenzrelation = auf Variablen x und
Selektoren y — a4 mit s;=s, fallsanirgendeinem u
s1,5, die gleiche Adresse enthalten ...

... im einfachen Beispiel:

x = new();
O = = {{x},
y = new()
2) {y,x —aj,
X—a=1y {x — b}/
& s (v 0}
©
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Diskussion:

l

l

Wir berechnen eine Information fiir das ganze Programm.

Die Berechnung dieser Information verwaltet Partitionen
m=A4P,...,P,} )

Einzelne Mengen P; identifizieren wir durch einen
Reprasentanten p; € P,.

Die Operationen auf einer Partition 7 sind:

find (77, p) = p; falls p € P,
// liefert den Reprasentanten

union (71, pi,, Pi,) = Py UP,}U{P;| i1 # ] # ir}

// vereinigt reprasentierte Klassen
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—  Sind  xy, x, € Vars dquivalent, miissen auch  x; — a4
und x; — b dquivalent sein :-)

— Ist P,NVars #(,sollauch p; € Vars gelten. Dann
konnen wir union rekursiv anwenden :

union® (77,41,q2) = let p;;, = find (7, q1)
p;, = find(7,qg,)
in if p, ==p,;, then T
else let 7 = union (7, pi,, pi,)
in if p;,, pi, € Vars then
let 71 = union™ (7, p;, — a, p;, — a)
in union™ (71, p;, — b, p;, — b)

else 71
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Die Analyse iteriert einmal tiber alle Kanten:

m={{x},{x —a}, {x — b} | x € Vars};
forallk = (_,lab, )do m = [lab]* m;

Dabei ist:

[x=y]fm
[x=R —a]tn
[R —a=x]tn
[lab]* 7t

= union® (7, x, )

union® (71, x, R — a)
union® (71, x, R — a)

= 7T sonst
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... im einfachen Beispiel:

O

Ay ) (= by — ),
y = new() (0,1) | {{xp v}, ix — a},{y —a},...}

@ (1,2) | {2} v} fx = a} {y — a},. )

x%”—y (2,3) | {{x}, {y,x = a},{y—a}, ...}
y b=t 3,4 Xp A Y, X —ag, Yy —ag,...

© 64| (b ivx—ah{y—a}.. )
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... im komplizierten Beispiel:

by At ih — ap, it —aj}
(2,3) | {{mt}, i}, {h—at—a}
(3,4) {{{h,t,h —a,t —a}|,{r}}
(4,5) {I{h,t,r,h —a,t —a}|}
(5,6) {{h,t,r,h —a,t —a}t}
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Achtung:

Um iiberhaupt etwas heraus zu kriegen, miissen wir annehmen,
dass alle Variablen anfangs auf verschiedene Adressen zeigen.

Zur Komplexitit:

Wir haben:
O (# Kanten) Aufrufe von union”
O (# Kanten + # Vars)  Aufrufe von find
O (# Vars) Aufrufe von union

—— Wir bendétigen effiziente Union-Find-Datenstruktur :-)
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Idee:

Reprdsentiere Partition von U als gerichteten Wald:

e Zu uel verwalten wir einen Vater-Verweis F|u] .

e Elemente u mit Flu]=u sind Wurzeln.

Einzelne Baume sind Aquivalenzklassen.

Ihre Wurzeln sind die Reprédsentanten ...
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—  find (71, u) folgt den Vater-Verweisen :-)

—  union (71, u1,1,) hangt den Vater-Verweis eines u#; um ...
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01,23, 4/5|6|7

111(3,1|4|7|5|7
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01,23, 4/5|6|7

111 (317|757
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Die Kosten:

union :  O(1) -)
find . Of(depth(m)) =~ (

Strategie zur Vermeidung tiefer Biume:

e Hainge den kleineren Baum unter den grofseren !

e Benutze find, um Pfade zu komprimieren ...
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01,23, 4/5|6|7

111(3,1|4|7|5|7
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01,23, 4/5|6|7

111 (317|757
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01,234/ 5|/6|7
5|1 (3|1|7|7|5]|3




01,23/ 4/5|/6|7
5|1 (3|1|7|7|5]|3
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01,23/ 4/5|/6|7
5|1 (3|1|7|7|5]|3







01,23/ 4/5|/6|7

51|31 (1/7|1]|1




Robert Endre Tarjan, Princeton
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Beachte:

Mit dieser Datenstruktur dauern # union- und m
find-Operationen  O(n + m - a(n,n))

// « die inverse Ackermann-Funktion :-)

Fiir unsere Anwendung miissen wir union nur so
modifizieren, dass an den Wurzeln nach Moglichkeit
Elemente aus Vars stehen.

Diese Moditikation vergrofiert die asymptotische Laufzeit
nicht :-)

Fazit:

Die Analyse ist blitzschnell — findet aber nicht sehr viel heraus.
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Exkurs 3: Fixpunkt-Algorithmen

Betrachte: xi 3 fi(xy,...,x,), i=1,...,n

Beobachtung:

RR-Iteration ist ineffizient:

—  Wir bendtigen eine ganze Runde, um Terminierung
festzustellen :-(

—  Andert sich in einer Runde der Wert nur einer Variable,
berechnen wir trotzdem alle neu :~(

—  Die praktische Laufzeit hdngt von der Reihenfolge der
Variablen ab :~(
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Idee: Workset-Iteration

Andert eine Variable x; ihren Wert, werten wir alle Variablen
neu aus, die von x; abhdngen. Technisch bendtigen wir:

— dieMengen Dep f; der Variablen, auf die die
Auswertung von  f; zugreift. Daraus berechnen wir:

Ixi) = {xj | xi € Dep fj}
d.h. die Menge der x;,dievon x; abhdngen.

die Werte D|x;] der x;,wobeianfangs D|x;| = L;

l

Eine Menge W der Variablen, deren Wert neu berechnet

l

werden muss ...
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Der Algorithmus:

W={xy,...,x,};

while (W # 0) {
X; = extractW;
t = fieval;
if (t £ D[xi]) {
Dix;] = Dix;jut;
W = WUI|x;
}
}

wobei :
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Beispiel:

x; 2 {alUxs
x, 2 x3N{a,b}
x3 2 xUA{c}
I
x1 | {xs}
X9 (Z)
X3 {xl,xz}
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Beispiel:

D {61} U x3
D) X3 M {61, b}
D x1UA{c}
I
X1 {x3}
X2 0
X3 {xl,xz}

D|x1] | D[x3] | D|x3] 4%

0 0 0 X1, X2, X3
{a} 0 0 X7 |, X3
{a} 0 0 X3
{a} 0 |{a,c} X1, %2

{a,c} | 0 | {a,c} X3, X2
{a,c}| 0 |{a,c} X2

1a,¢c}

1a,¢}
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Theorem

Sei x; J fi(x1,...,x,), i=1,...,n ein Ungleichungssystem
tiber dem vollstdandigen Verband D der Hoéhe /> 0.

(1)  Der Algorithmus terminiert nach maximal /- N
Auswertungen rechter Seiten, wobei

n

N =S (1+#(Depf)) /] Grofe des Systems  :-)

1=1

(2)  Der Algorithmus liefert eine Losung.
Sind alle f; monoton, liefert er die kleinste.
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Beweis:

Zu (1):

Jede Variable x; kannnur / malihren Wert andern :-)
Dann wird die Menge [|x;] zu W hinzu gefiigt.

Damit ist die Anzahl an Auswertungen:

n+ 3y (h-#(I]x]))
n+h- i #(I]x))
n+h-yi,#(Dep fi)
fi-3iiq (L4 #(Dep fi))
h-N

IA
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Zu (2):
wir betrachten nur die Aussage fiir monotone f; .

Sei D, die kleinste Losung. Man zeigt:

e Dolx;| dDlx] (zu jedem Zeitpunkt)
e Dix| A fieval = x; €W (am Ende des Rumpfs)

e Bei Terminierung liefert der Algo eine Losung :-))
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Diskussion:

e Im Beispiel werden tatsdchlich weniger Auswertungen
rechter Seiten benotigt als bei RR-Iteration :-)

e Der Algo funktioniert auch fiir nicht-monotone  f; :-)

e Filirmonotone f; kann man den Algo vereinfachen:

D[xi] = D[xi] Ut — D[xi] = t;

e Fiir Widening ersetzt man:

D[xi] = D[xi] Lt — D[xi] = D[xi] Lt

e Fir Narrowing ersetzt man:

D[xi] = D[Xi] Ut = D[xi] = D[Xi] Ft;
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Achtung:

Der Algorithmus benotigt die Variablen-Abhédngigkeiten
Dep f; .

In unseren bisherigen Anwendungen waren die
offensichtlich. Das muss nicht immer so sein  :-(

Wir bendotigen eine Strategie fiir extract, die festlegt, welche
Variable als ndchstes auszuwerten ist.

Am besten wire es, wenn wir erst auswerten, dann auf das
Ergebnis zugreifen ... :-)

— rekursive Auswertung oo
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Idee:

Greifen wirin f; aufein x; zu, werten wir erst
rekursiv aus. Dann fiigen wir x; zu I|x;| hinzu :-)

eval x; x; = solvex;;
Hxj| = Txj] U {xi s
Dlxj];
Damit die Rekursion nicht unendlich absteigt, verwalten wir

die Menge Stable von Variablen, fiir die solve den
Wert nachschlagt :-)

Anfangs ist Stable = () ...
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Die Funktion solve:

solve x; = if (x; & Stable) {

Stable = Stable U {x;};

t = f; (eval x;);

if (£ £ Dlxi]) {
W=I[x); I[x]=0;
Dlxi] = Dlxi| Ut;
Stable = Stable\W;
app solve W;
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Helmut Seidl, TU Miinchen

415



Beispiel:

Betrachte unser Standard-Beispiel:

x; 2 {a}Ux;
Xo 2 X3 () {a, b}
X3 o x1 U {C}

Dann sieht ein Trace des Fixpunkt-Algorithmus etwa so aus:
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solve x5

Dlxz] = {a}

eval x2 x3

I[x3] = {x1, 22}

= {a,c}

solve x3

D[x3] = {a,c}

I[X3] :0

solve x7

D[x1] = {a,c}

I[xl] :@

solve x3

ok

eval x3 x1 solve x1 eval x1 x3 solve x3
stable!
I[x3] = {x1}
= 0
Dlx1] = {a}
I[x1] = {x3}
= {a}
eval x1 x3 solve x3
stable!
I[x3] = {x1}
= {a,c}
eval x3 x1 solve x7
stable!
Ix1] = {x3}
= {a,c}
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