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Kapitel IV — Algebra; Koérper

* Wir erweitern die Begriffe Teilbarkeit und
Modulorechnung auf Polynome:

Wir definieren:

— a(x) teilt b(x), wenn es ein Polynom ¢(x) € K[x] gibt,
so dass b(x) = q(x) ® a(x). D.h., der Rest der
Polynomdivision ist O is.

— a(x) ist kongruent zu b(x) modulo m(x),
d.h., a(x) = b(x) (mod m(x)),
genau dann, wenn a(x) - b(x) durch n(x) teilbar ist.
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Kapitel IV — Algebra; Korper

* Wir erweitern die Begriffe Teilbarkeit und
Modulorechnung auf Polynome:

Wir definieren:

— a(x) teilt b(x), wenn es ein Polynom q(x) € K[x] gibt,
so dass b(x) = q(x) ® a(x). D.h., der Rest der
Polynomdivision ist O is.

—a(x) ist kongruent zu b(x) modulo 7(x),
d.h., a(x) = b(x) (mod 7t(x)),
genau dann, wenn a(x) - b(x) durch 7t(x) teilbar ist.
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Kapitel IV — Algebra; Kérper
* Beispiel:
Seik=7Z.und 7(x) = x*+1.
-Die moéglichen Reste der Division durch 7(x)

sind die Polynome mit Koeffizienten in Z; und
Grad 0 oder 1. Es gibt genau 9 davon:

{0, 1, 2, x, x+1, x+2, 2x, 2x+1, 2x+2}
Es gilt z.B. x*+1 = (2x+1) mod 7(x)
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Kapitel IV — Algebra; Korper
* Die Kongruenzrelation teilt die Menge K[x] in
Aquivalenzklassen:

K[X]..y := {f(x) | f(x) € K[x], grad(f) < grad(m)}.
* Wenn K endlich ist, dann ist K[x],, auch
endlich. S—
* Esgiltdann < K[’Gm,q » Toea s 'n(xb
Fx) 47 8(x) := (f(x) + g(x)) mod 7r(x)
F(x) xx 8(x) := (f(x) « g(x)) mod 7 (x)
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Kapitel IV — Algebra; Koérper

* Die Kongruenzrelation teilt die Menge K[x] in
Aquivalenzklassen:

K[x].., := {f(x) | f(x) € K[x], grad(f) < grad(m)}.
* Wenn K endlich ist, dann ist K[x],, auch
endlich.

* Esgilt dann
f(x) +5 8(x) = (f(x) + g(x)) mod 7(x)
f(x) o1 8(x) := (f(x) o g(x)) mod 7 (x)

MM:
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Kapitel IV — Algebra; Korper
* Wir haben bewiesen
(Z,[x], +,, ®,) ist Korper < n ist Primzahl
* Frage: Wanniist (K[X],, *r9 + ®npq ) €in KOrper?
* Antwort (ohne Beweis)r —
(Z,[x], +,, ®,) ist Korper < 7(x) ist irreduzibel
* Definition:
Ein Polynom 7(x) e K[x] mit mt(x) # O heil’t
irreduzibel (Uber K), falls fur alle f(x), g(x) € K[x]
gilt: (xZ42x44) = (xp2)(x41)
1t(x) = f(x) ® g(x) = grad(f) = 0 oder grad(g) = 0.
-
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Kapitel IV — Algebra; Kérper

* Beispiel:
Betrachten wir K = Z, und 7(x) = x>+x+1.

Z,[X] ) besteht aus allen Polynomen in Z,[x] mit
Grad O oder 1: Z,[x] ., =1{0, 1, x, x+1}
Die Multiplikationstabellen sehen wie folgt aus:

()

+| O 1 X | x+1 ©x| 0 1 X | x+1
0 0 1 X | x+1 0 0 0 0
1 1 0 |x+1| x 1 0 1 x+1
X X |[x+1| O 1 X 0 X |x+1]| 1
RO X+1 | x+1| X 1 0] x+1| 0 [x+1| 1 X
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Kapitel IV — Algebra; Korper

* Beispiel:

Betrachten wir K = Z, und 7(x) = x>+1.

— Zy[X]yy besteht aus allen Polynomen in Z,[x] mit
Grad 0 oder 1: Zz[x]n(x) = {Q, 1, %, )ﬂ}

Die Multiplikationstabellen sehen wie folgt aus:

ol 0 ] 1 | x [&ED| [eaw| 0 | 1 | x [x+1
0| 0| 1| x |x+1 o/ o|o|o|o

1 1 0 |x+1| x 1 0 1 X | x+1

X X |x+1| O 1 X 0 X 1 |x+1
2D x+1| x [ 1] o x+1| 0 [x+1|x+1]| 0
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Kapitel IV — Algebra; Korper-:  *

* Beispiel:

Betrachten wir K = Z, und 71t(x) = x?+x+1.

— 2]y, besteht aus allen Polynomen in Z,[x] mit
Grad 0 oder 1: Z,[x] ., = {Q, 1,x, )ﬂ}

Die Multiplikationstabellen sehen wie folgt aus:

*r0x) 0 @ @ @ ®(x) 0 1 @ X+1

(%)

0 0 1 X | x+1 0 0 0] 0 0
O 1| 0|« x 1] 0| 1 x |x+1
X X |X+1| 0 1 X 0 X [x+1] 1
30 @ X+1| x 1 @ @ 0 |x+1 @ X
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Kapitel IV —Algébra; Kérper
* Beispiel: xtr s A

Betrachten wir K = Z, und 7(x) = x*+1.

—

Z,[X] ) besteht aus allen Polynomen in Z,[x] mit
Grad O oder 1: Z,[x] ., =1{0, 1, x, x+1}

Die Multiplikationstabellen sehen wie folgt aus:

()

o] 0 | 1| x [x+1] Jeg]| 0 | 1 | x [x+1)
0| 0| 1| x |x+1 o|lof[olo| o
1] 1| 0 [x+1] x 1o [ 1| x (x+1]
x | x [x+1| 0 | 1 ] o | x| 1 \N+T
31 | x+1 | x+1| x 1 0 Xx+1| 0 Jx+1|x+1}) O
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Kapitel IV —Algebra; Korper
* Beispiel: xtafg s A

Betrachten wir K = Z, und 7(x) = x*+1.

—_—

Zy[X] 7y besteht aus allen Polynomen in Z,[x] mit
Grad O oder 1: Z,[x] ., =1{0, 1, x, x+1}
Die Multiplikationstabellen sehen wie folgt aus:

7(x)

ool 0 ] 1] x [x+1 o] 0 | 1| x [x+1
0| o] 1| x [x+1 ol ool o o0
1| 1] 0o [x+1] x 1] o1 ] x (x+1
x | x [x+1] 0 | 1 ] o | x| 1 xR
3p | X+1 [ x+1| x 1 0 Xx+1| 0 Ix+1(x+1f O
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Kapitel IV —Algebra; Korper

* Der Grund, warum K = Z, fiir 7t (x} = £+d/die
Gruppeneigenschaften nicht erfillt, ist dass

———

m,(x) reduzibel Gber K ist.

D.h., dass m,(x) als Produkt zweier Polynome vom
Grad grol3er gleich 1 schreiben l&sst:

m,(x) = x2+1 = (x+1)e(x+1) (in Z,) O

Dies ist fiir x2+x+1 nicht der Fall.

O
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Kapitel IV — Algebra; Kérper

* Der Grund, warum K = Z, fur m,(x) = x*+1 die
Gruppeneigenschaften nicht erfillt, ist dass

7,(x) reduzibel Gber K ist.

D.h., dass m,(x) als Produkt zweier Polynome vom
Grad groler gleich 1 schreiben |3sst:

m,(x) = x2+1 = [(x*1)e(x+1) (in Z,)

Dies ist fiir x2+x+1 nicht der Fall.
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Kapitel IV — Algebra; Korper

Satz:

Ist K ein endlicher Kérper und m(x) ein Polynom
in K[x]. Dann gilt:

(K[x]nm, + 007 -n(x)) ist ein Kérper
& =)
1t(x) ist irreduzibel Gber K[x].

33

Vorlesung Diskrete Strukturen WS 08/09
Prof. Dr. J. Esparza — Institut fiir Informatik, TU Miinchen

I L] - -

Kapitel IV — Algebra; Koérper

* Eigenschaften von Restklassenringen

e Satz:

Sei K ein Kérper mit n Elementen, und sei
g € K[x], d = grad(g) > 1.

Dann besitzt K[x], genau@Elemente.

0O 4 2 d-1
nohow ~
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Kapitel IV — Algebra; Korper

* Satz:

Zu jeder Primzahl p und zu jeder natiirlichen
Zahl n > 1 gibt es einen endlichen Kérper mit p"
Elementen; dieser wird mit GF(p") bezeichnet

(GF = Galois Field, nach Evaliste Galois (1811~

1832)).
0 4 2 oA 1

n, . LaN tn
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Kapitel IV — Algebra; Kérper

e Satz:

Zu jeder Primzahl p|und zu jeder natirlichen
Zahl n > 1 gibt es einen endlichen Kérper mit p"
Elementen; dieser wird mit GF(p") bezeichnet

(GF = Galois Field, nach Evariste Galois (1811—

1832)).
W

=
Xl-lx 44 =0
i S A LSS ST S
Y
35 x =
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Kapitel IV — Algebra; Kérper

° Sa‘tz:>< _ '—\Dt \} ‘OIL"Ll'a\C-

Zu jeder Primzahl p Ghd.zu jeder natirlichen
Zahl n > 1 gibt es einen endlichen Kérper mit p"
Elemerizh; dieser wird mit GF(p") bezeichnet

(GF = Galois Field, nach Evariste Galois (1811-
1832)).

35

Vorlesung Diskrete Strukturen WS 08/09
Prof. Dr. J. Esparza — Institut fir Informatik, TU Miinchen

= NN NN Y = r—

Kapitel IV — Algebra; Korper

* Beweis:

n=1:7 =GF(p) ist ein Kdrper mit p Elementen.
n>1:SeiK="7, Seig e K[x] ein irreduzibles
Polynom vom Grad n.

Dann ist K[x], ein Kérper,_und hat genau p"__

Elemente (siehe Satz auf Seite 33). ., 4 -,

?x:o
Xt 1x v = o
— -1t Y5 V< o
y
36 )( =
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